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2. ELEKTRI^EN FLUKS. TEOREMA NA GAUS (I 
OSTROGRADSKIJ) 

 
2.1. ELEKTRI^EN FLUKS (PROTOK) 
 
Fluks e karakteristika na sekoe vektorsko pole. Toj poim e povrzan so poimot 
elektri~ni silovi linii. Elektri~niot fluks (Φe) e veli~ina  proporcionalna 
ili ednakva na brojot na elektri~nite silovi linii koi proni`uvaat dadena 
povr{ina vo prostorot.  
 Da pretpostavime homogeno pole koe e prika`ano so paralelni, ednakvo 
gusti silovi linii. Da zamislime deka takvoto pole proni`uva edna ramna 
povr{ina A (sl. 2.1).  Ako, po dogovor se zeme deka niz edinica povr{ina od 
ramninata A pominuva broj na silovi linii ednakov (ili proporcionalen) na 
modulot na vektorot E

v
, toga{ ramninata so plo{tina A }e ja proni`at: 

 
EAΦ =e                      (1.19) 

(Pretpostavuvame deka broj na silovi linii koj pominuvaat niz edinica 
plo{tina e ednakov na modulot na vektorot E

v
) 
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Sl. 2.2  Fluks na pole niz ramnina {to 

zafa}a agol so poleto 
 

Ako poleto ne e normalno na ramninata (sl. 2.2), toga{ brojot na silovite 
linii e pomal, i zavisi od agolot {to silovite linii go pravat so ramninata θ.  
 Od slikata 2.2 se gleda deka brojot na silovite linii {to ja proni`uvaat 
ramninata e daden so: 

,cose θEAΦ =                                                      (2.1) 

Za da se opredeli polo`bata na edna ramnina vo prostorot se voveduva 
poimot, vektor na povr{ina, ~ij {to pravec i nasoka se poklopuvaat so 
vektorot na normalata, a goleminata mu e ednakva na goleminata na plo{tinata 
na dadenata povr{ina, ovde na dadenata ramnina.  Spored toa, ako se vovede 

vektorot A
r

, toga{ ravenkata 2.1 mo`e da se zapi{e kako: 
 

AEEAΦ
rr

== θcose                                                (2.1a), 
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pri {to mo`e da se ka`e deka elektri~niot fluks kojшто pominuva niz еdna 
ramnina vo homogeno elektri~no pole e ednakov na skalarnиот proizvod od 
vektorot na elektri~noto pole i vektorot 
na povr{inata, ednakov (ili proporcionalen) 
so brojot na silovite linii што ja 
proni`uvaat  ramninaта. 
 Da go razgledame sega poop{tiot slu~aj, 
koga poleto e nehomogeno i koga povr{inata e 
zakrivena. Vo toj slu~aj treba da odbereme 
mnogu mal del od povr{inata ΔAi→dA , taka mal 
{to mo`e da go smetame za ramnina. Poradi toa 
{to plo{tinata na taa mala povr{ina e mnogu 
mala mo`e da se smeta deka poleto niz celata 
taa povr{ina e konstanto E

v
, pa za beskrajno 

maliot fluks dΦe, spored slikata 2.3 se dobiva:  

( )nEAEAEΦ rrrr
,cosddd e ==                                             (2. 2) 

kade {to so nr  sme go ozna~ile edini~niot vektor vo pravec na normalata, so 

nasoka od centarot na krivinata na zakrivenata povr{ina, a agolot θ=),( nE rr
.  

 Ako nè interesira vkupniot fluks niz nekoja kone~na povr{ina toga{ 
treba da se “sumiraat beskone~no golemiot broj na beskone~no malite fluk-
sevi“ dΦe, po celata povr{ina A, t.e. }e treba da se izvr{i integracija : 
  

( )∫ ∫∫∫ ====
A AAA

AEnEAEAEΦΦ θcosd,cosddd ee
rrrr

                           (2. 3) 

 Treba da se ka`e i ne{to za znakot na elektri~niot fluks. Znaeme deka 
skalarniot proizvod me|u dva vektora mo`e da bide pozitiven, koga agolot me|u 
niv e ostar, ili negativen ako me|u vektorite agolot e tap. Taka i fluksot mo`e 
da bide pozitiven koga agolot me|u vektorot na povr{inata (normalata) i 
ja~inata na elektri~noto pole e ostar (vidi sl. 2.4a) ili negativen koga toj agol 
e tap (sl. 2.4b). 

Postoi u{te eden slu~aj, toa e slu~ajot 

koga 0d =AE
rr

, toga{ silovite linii 
le`at na samata povr{ina i ne ja se~at.  
   Koga stanuva zbor za zatvorena 
povr{ina (Sl. 2.5), vektorot na poleto e 
ostar koga silovite linii izleguvaat od 
povr{inata dodeka, toga{ koga tie 

navleguvaat vo zatvorenata povr{ina, 
toga{ ovoj agol e tap. Vkupniot fluks niz 
zatvorenata povr{ina A toga{ se dobiva 
preku slednava relacija: 
 

∫=
A

AEΦ
rr

de                (2. 4) 

pri {to krug~eto na integralot zna~i deka 
integracijata se vr{i po celata zatvorena povr{ina A. 
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2.2. TEOREMA NA GAUS (I OSTROGRADSKIJ) 
 
Da razgledame pole na pozitiven to~kest polne` +Q. Најпрво да разгледаме  
kolkav e elektri~niot fluks niz sfernata povr{ina A1 vo ~ij  centar e  
polne`ot (sl. 2.6). Бидејќи нormalata na sfernata povr{ina se sovpa|a so 
radiusot, ottamu и cos θ =1. Spored toa, elektri~niot fluks niz dadenata sfera  
so radius r, }e bide: 

0

2
2

0
e 4

4
1cos

ε
π

πε
θ Qr

r
QEAEAΦ =⋅===                             (2. 5) 

  
Od slikata 2. 6 a и од релацијата 2.5  

se gleda deka ovoj rezultat va`i ne samo 
za sferata A1, tuku i za sferata A2, koja e 
izmestena i polne`ot ne se nao|a vo 
nejziniot centar. Конечно, рezultatot 
va`i i za bilo koja друга nepravilna 
zatvorena povr{ina A, koja go opfa}a 
elektri~niot polne` Q. 

Ситуацијата е поинаква кај 
povr{inata A3.  Во овој случај ednakov e 
brojot na silovite linii koi vleguvaat, 
so tie koi izleguvaat od nea, pa zatoa 
tamu vkupniot fluks e еднаков на nula.  

 Ovoj rezultat, do koj{to 
dojdovme preku crte`ot 2.6, mo`e 
postrogo i analiti~ki da go doka`e-
me. Za taa cel }e se poslu`ime so 
slikata 2.7. Zamisluvame една 
zatvorena povr{ina A koja go 
opfa}a polne`ot Q, no ne e со 
сферна форма. Тврдиме дека fluksot 
niz ovaa povr{ina e ist kako i 
fluksot niz sferata A0. Za da go 
doka`eme ova tvrdewe }e odbereme 
eden prostoren agol Ω, koj na 
sferata presekuva povr{ina ΔA0,  a 
na povr{inata A отsekuva  ΔA. 
Rastojanieto od polne`ot Q do ΔA  e 
R a od ΔA0  do polne`ot e r. Neka so 
ΔA’ ja ozna~ime proekcijata na 
povr{inata ΔA vrz sfera so raдиус 
R. Пovr{inata ΔA  zafa}a so ovaa 
proekcija agol θ , pa следува:  

θ
θ

cos
          cos

'
' AAAA Δ

=Δ⇒Δ=Δ                               (2.6) 

Otse~enite sferni povr{ini  ΔA0 i ΔA’ se pravoproporcionalni so  kvadratite 
na nivnite rastojanija: 
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2

2
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A

=
Δ
Δ                                                       (2.7) 

Od druga strana, odnosot na ja~inite na elektri~noto pole na povr{i-
nite e obratnoproporcionalen so kvadratite na nivnite rastojanija R i r: 

2

2

R
r

E
E

r

R =                                                      (2.8) 

pri {to so ER go ozna~ivme modulot na poleto na rastojanie R, a so Er modulot na 
rastojanieto r.  
 ]e gi presmetame sega fluksovite niz povr{inite ΔA  i  ΔA0 . Ako so 
ΔΦe,R  go ozna~ime flukot niz ΔA,   a so ΔΦe,r  fluksot niz ΔA0 se dobiva: 

θcos,e AEAEΦ RRR Δ=Δ=Δ
rr

   i   00,e AEAEΦ rrr Δ=Δ=Δ
rr

. 

 
Imaj}i gi predvid relaciite  (2. 6), (2.7) i (2.8)  se dobiva: 
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Relacijata 2.9. e dokaz za teoremata, bidej}i ako ova va`i za prostoren agol Ω, 
}e va`i i za poln proсtoren agol 4π. 
 
Zaklu~uvamedeka: Elektri~niot fluks na vektorot na elektri~noto pole niz 
kakva i da bilo zatvorena povr{ina {to opfa}a polne` Q e ednakov na 
goleminata na toj polne` podelen so elektri~nata konstanta ε0. 
 Ovoj rezultat uka`uva na toa deka elektri~nite silovi linii se 
neprekinati, odnosno, deka liniite na elektri~noto pole zapo~nuvaat i 
zavr{uvaat tamu kade {to postojat elektri~ni polne`i.  
 Spored ovoj zaklu~kok, elektri~niot fluks niz sekoja zatvorena 
povr{ina vo ~ija{to vnatre{nost se nao|a polne` Q mo`e da se najde spored 
relacijata: 

0
e d

ε
QAEΦ

A

== ∫
rr

                                                   (2.10) 

 Ako vo vnatre{nosta na zatvorenata povr{ina se nao|aat N razli~ni  
to~kesti polne`i, toga{ elektri~niot fluks }e zavisi od algebarskata suma na 
polne`ite, pa relacijata (2.10) }e glasi: 

∑∫
=
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QAEΦ
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rr
                                               (2.11) 

 Ako namesto to~kesti polne`i, vo vnatre{nosta na povr{inata A se 
nao|a naelektrizirano telo, toga{ fluksot zavisi od polne`ot na toa telo, 
{to se dobiva so integracija na site polne`i na dadenoto telo: 

∫∫∑ =→Δ=
∞

=→Δ VQiQ
QQiQ τρdd

10
lim    ili  ∫=

A

AQ dσ .                     (2.12) 

Vo poslednava relacija pretpostavuvame, ili deka polne`ot e raspredelen  niz 
volumenot so volumenska gustina ρ , pa integracijata se vr{i po siot volumen 
na teloto V (dτ e element na volumenot), ili, pak,  polne`ot e raspredelen po 
povr{inata na teloto so povr{inska gustina σ   pa integracijata se vr{i po 
celata povr{inata na teloto ( dA e element na povr{inata).  

Od seto pogore mo`e da se zaklu~i deka: elektri~niot fluks na vektorot 
na elektri~noto pole niz zatvorena povr{ina e ednakov na agebarskata suma na 



 39

site polne`i {to se nao|aat vo zatvorenata povr{ina podelen do elektri~nata 
konstanta ε0. 
 Ako zatvorenata povr{ina ne opfa}a polne`i (kako na primer 
povr{inata A3 od slikata 2.6,) elektri~niot fluks e ednakov na nula.  
 
 Teoremata {to be{e obrazlo`ena ponapred ja doka`al vo 1828 godina M. V. 
OstrogradkiŸ (1801-1862) i bila primeneta vo teorija na toplina. Ja doka`al i Gaus 
(Gauss Karl Friedrich, 1777-1855) koj go dobil soodvetniot rezultat primenet na 
elektri~noto pole i go publiciral 1839 godina. Vo literaturata koja poteknuva od 
zapadnite zemji teoremata e poznata  kako Gausova, a vo knigite so rusko poteklo 
naj~esto teoremata se vika “teorema na Gaus i Ostrogradskij”.  
 
 Kako {to se gleda, Gausovata teorema ja dava  op{tata vrska pome|u 
elektri~nite polne`i i elektri~noto pole, a ottamu taa dava mo`nost 
podlaboko da se navleze vo prirodata na elektri~noto pole. Pri doka`uvaweto 
na ovaa teorema se koristi Kulonoviot zakon, taka {to taa mo`e da se smeta  i 
za posledica na ovoj zakon, ili mo`e da se ka`e deka pretstavuva mnogu 
poopstojna formulacija na ovoj zakon.  
 Vo princip, ja~inata na elektri~noto pole sozdadeno od nekoj 
raspredelen polne` mo`e sekoga{ da se presmeta so koristewe na Kulonoviot 
zakon. Vkupnoto (rezultantno pole vo koja i da bilo to~ka e vektorska suma 
(naj~esto, integral) od pridonesot na site polne`i. No, so isklu~ok na mnogu 
mal broj ednostavni primeri ovaa zada~a e dosta slo`ena. Denes dosta takvi 
primeri mo`at da se re{avaat numeri~ki so pomo{ na kompjuterite i 
programskite paketi po matematika (Matematica, Matlab и други). 
 Инаку, Gausovata teorema dava mo`nost vo mnogu slu~ai elektri~noto 
pole da se opredeli mnogu poprosto i pobrzo.  
 
2.3. PRIMENA NA GAUSOVATA TEOREMA 
 
Vo op{t slu~aj primenata na Gausovata teorema izgleda dosta te{ka  (videte  gi 
relaciite 2.10 i 2.12) bidej}i treba da se re{i povr{inski integral, koj mo`e 
da bide kompliciran i nere{liv. Me|utoa, toa ne mora da e taka, bidej}i vo 
dadenata zada~a pri opredeluvawe na ovoj integral mo`e kako zatvorena 
povr{ina, ~esto se vika Gausova povr{ina, po koja }e se vr{i integracijata, da 
se odbere po `elba, obi~no takva {to ovozmo`uva lesno da se dojde do 
re{enieto. ]e go ilustrirame ova so nekolku primeri.  
 
2.3.1. Pole na ramnomerno naelektrizirana ramnina 

 
Da zamislime edna beskrajna 
ramnina, naelektrizirana so ednak-
va povr{inska gustina σ (sl. 2.8). 
Od simetrijata na problemot jasno 
se gleda deka silovite linii na 
vektorot na elektri~noto pole se 
naso~eni normalno na ramninata i 
toa od nea, ako e ramninata 
naelektrizirana pozitivno ili kon 
nea, ako polne`ot i e negativen. 
  Kako Gausova povr{ina od-
birame cilindar ~ii {to bazisi se 
paralelni so ramninata, a elektri-
~noto pole E

v
 e normalno na 
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ramninata, pa i na bazisite. Bidej}i silovite linii se колинеарни со векторите 
на рамнините na bazisite, toga{ agolot me|u нив е еднаков на нула, па следува дека 
cos θ =1. Бидејќи silovite linii izleguvaat samo niz bazisite, а не и низ 
обвојницата на цилиндричната Гаусова површина, тогаш i сèвкупниот elektri~niot 
fluks е EAΦ 2e = .  Vkupniot polne` зафатен со cilindarot  e σA. Spored 

teoremata na Gaus-Ostrogradskij, }e bide: 

00 2
                                12

ε
σσ

ε
=⇒= EAEA                              (2.13) 

 
 Vo primerot  3 od poglavjeto 1.2.3 бeше poka`ano kako ovaa relacija se 
dobiva so koristewe na Kulonoviot zakon. Sporeduvaweto na ovie dva metoda 
uka`uva na toa kolku e mnogu poednostavno определувањето на poleto preku 
Gausovata teorema. 
 
2.3.2. Elektri~no pole na sferno simetri~na raspredelba na polne`ot  
 

Ako pretpostavime deka imame 
polne` ~ija {to volumenska gustina 
ρ zavisi samo od  rastojanieto od 
edna to~ka (centarot na 
raspredelbata), velime deka stanuva 
zbor za sferno simetri~na 
raspredelba na polne`ot. Toga{ e ρ 
= ρ(r). Ova }e go ilustrirame so 
slu~ajot na slikata 2.9. 
 Da odbereme dve to~ki P1 i P2 
koi le`at na Gausovite povr{ini - 
sferi, ~ii{to preseci so ramninata 
koja pominuva niz centarot se 
ozna~eni so isprekinatai linii. 
To~kata R1, so radius r1 e nadvor od 
raspredlbata  na polne`ot i za nea 
so primena na definicijata na 

fluksot se dobiva: 

1
2

1,e 4Φ
1

Err π= . 

 
Ako se primeni Gausovata teorema, која дава дека fluksot e ednakov na polne`ot 
{to se nao|a vo sferata A1 ({to }e go ozna~ime so QA1) podelen so elektri~nata 
konstanta ( 01,e /Φ

1
εAr Q= ), za poleto E1 se dobiva: 

 

2
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1 4 r
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=                                                            (2.14) 
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Ako relacijata (2.14) ja sporedime so poleto na to~kest polne`, nao|ame deka 
poleto na povr{inata A1 e isto kako site 
polne`i da se skoncentrirani vo  nejziniot 
centar (centarot  na raspredelbata). Istoto mo`e 
da se primeni za sferata A2. Elektri~noto pole 
na koja i da bilo to~ka (na pr. P2) od sferata A2 e 
isto so poleto {to bi se dobilo koga site 
polne`i {to se zatvoreni so ovaa sferna 
povr{ina da se nao|aat vo nejziniot centar, a 
polne`ite nadvor od ovaa sfera kako da gi nema. 
Ako ρ=ρ(r)= dQ/dτ, toga{ polne`ot zatvoren vo 
sferna povr{ina so radiusot }e bide daden so 

∫ ∫ ⋅==
2

0

2

0

2
2 d)(4d)(

r r
rrrrQ ρπτρ  

Fluksot niz sferata so rdius r2 ќе биде даден со 2
2

22, 4 Erre π=Φ . Ако ја примениме 

Гаусовата теорема па за флуксот замениме 02 / εQ , toga{ za ja~inata na elektri~no-

to pole na rastojanie r2od centarot na sfernata raspredelba  }e dobieme: 
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Ako stanuva zbor za presmetuvawe na elektri~noto pole vo vnatre{nosta na 
{upliva naelektrizirana sfera (sl. 2.10),  toga{ za vnatre{nosta va`i deka  
Q=0, jasno e deka elektri~noto pole e ednakvo na nula. 
 
 
2.3.3. Elektri~no pole na ramnomerno naelektrizirana topka 
 
Ramnomerno naelektrizirana topka 
e takva topka vo koja vo sekoja 
nejzina to~ka volumenska gustina e 
ista (ρ). Toa e poseben va`en slu~aj 
od prethodno poo{to dadeniot 
primer. Neka topkata ima radius r0,  
i vkupen elektri~en polne` Q, 
toga{ volumenskata gustina e 
dadena so: 

3
0 

3
4 r

Q
V
Q

π
ρ ==             (2.15)                                         

Raspredelbata e sferno-simetri~-
na, pa za da go opredelime poleto E 
vo nekoja to~ka od vnatre{nosta na 
sferata, za Gausova povr{ina A }e 
odbireme sfera so radius r<r0. 
Polne`ot {to go zatvora ovaa 
povr{ina (slika 2.11, so 
isprekinata linija), e daden so: 

ρπ 3 
3
4 rQr =                                                            (2.16)                                 

E=0 

 
Сл. 2.10. Поле на шуплива 
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Ako od ovaa ravenka se presmeta ρ i se vnese vo (2.25) , za polne`ot vo sferata 

so radius r se dobiva: 3
0

3

r
rQQr = .  

Elektri~niot fluks na ovaa sfera, po definicija, e :  
 

2
e 4 rEΦ π= , 

 
a spored  teoremata na Gaus toj e: 

0
e ε

rQΦ = . 

Ako desnite strani od poslednive dve ravenki se izedna~at, za poleto E se 
dobiva: 

r
r

Q
r
rQE 3

00
3

00 44 πεπε
==                                         (2.17) 

Od relacijata proizleguva deka  za to~kite od vnatre{nosta na sferata poleto 
linearno raste so rastojanieto od centarot. Zna~i, pri  r=0, i E=0. 
 Za to~kite nadvor od naelektriziranata sfera, t.e. za site r> r0 poleto e isto 
kako i vo prethodno objasnetiot slu~aj  (2.3.2), bidej}i stanuva zbor za sferno 
simetri~na raspredelba na volumenskata raspredelba na polne`ite sleduva 
deka poleto e: 

2
0

2
0

1
44 r

Q
r

QE
πεπε

==     .                                         (2.18) 

Toa zna~i poleto nadvor od sferata e identi~no so poleto od to~kest polne` 
postaven vo centarot na sferata i  opa|a so kvadratot na rastojanieto. Na 
slikata 2.11 dadena e zavisnosta na elektri~noto pole od rastojanieto od 
centarot na ramnomerno naelektriziranata sfera (E=E(r)). 
 
2.3.4. Elektri~no pole na beskrajno dolg pravoliniski sprovodnik 
 
Pretpostavuvame da imame mnogu dolg (ili beskrajno dolg)  sprovodnik naelek-
triziran ramnomerno so nasekade ednakva liniska gustina na polne` λ. Nè 
interesira  poleto sozdadeno vo nekoja to~ka  P 
koja se nao|a na rastojanie r od sprovodnikot.  
 Poradi simetrijata na problemot e jasno 
deka silovite linii se radijalni pravi linii vo 
odnos na sekoja to~ka od oskata na sprovodnikot. 
Kako rezultat na toa, ja~inata na elektri~noto 
pole e naso~ena vo pravec na normalata na oskata 
na sprovodnikot, so nasoka od nego, ako e 
pozitivno naelektriziran, odnosno kon nego ako 
e negativno naelektriziran.  
 Zada~ata }e ja re{ime najednostavno ako 
to~kata P vo koja go barame poleto ja postavime 
da le`i na obvivkata na cilindri~na Gausova 
povr{ina ~ija{to oska se poklopuva so oskata na 
naelektriziraniot sprovodnik (vidi sl. 2.12). Vo 
toj slu~aj niz bazisite na cilindarot ne 
pominuva nitu edna silova limija, pa za 
povr{ina za koja fluksot e razli~en od nula 
({to gi se~e silovite linii) se zema samo 

A 

h 

Q=λh 

P E
r

 
r 

+Q 
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obvivkata, ~ija {to plo{tina e 2rπh. 
Fluksot na vektorot na elektri~noto pole, po definicija e:  

hrEΦ π2e = ,                                             (2.19) 

a toj spored Gausovata teorema e ednakov na polne`ot {to se nao|a vo 
vnatre{nosta na Gausovata povr{ina. Toj polne` e Q=λh, pa za fluksot se 
dobiva:  

00
e

1
ε
λ

ε
hQΦ ==                                                (2.20) 

Imaj}i gi predvid dvete posledni relacii, so izedna~uvawe na nivnite desni 
strani za  elektri~noto pole se dobiva: 

r
E λ

πε02
1

=                                                    (2.21) 

Relacijata 2.21 poka`uva deka eden mnogu dolg nelektriziran prav sprovodnik 
sozdava okolu sebe pole koe  e proporcionalno so liniskata gustina na 
polne`ot, a obratnoproporcionalno na rastojanieto od oskata na sprovodnikot. 
 
2.3.5. Ja~ina na elektri~no pole vo blizina na naelektriziran sprovodnik so 
proizvolna forma 
 
Neka imame  edna proizvolno zakrivena povr{ina. Neka e taa naelektrizirana 
pozitivno (Sl. 2.13). Zna~i silovite linii izleguvaat od nea.  
 Za Gausova  povr{ina izbirame mnogu mal 
cilindar, kako i vo primerot 2.3.1. Negovata visina e h i 
e so mnogu mala dimenzija, taka{to bazisite A se vo 
neposredna blizina na povr{inata, edniot od ednata 
strana, a drugiot od drugata strana.  Bo~nata povr{ina na 
obvivkata na cilindarot e normalna na povr{inata i niz 
nea ne izleguvaat silovi linii.  
 Ve}e ka`avme deka vo vnatre{nosta na 
sprovodnikot poleto ne postoi, a vo nadvore{niot del od 
sprovodnikot, silovite linii se normalni na negovata 
povr{ina. Toa zna~i deka silovite linii izleguvaat samo 
niz nadvore{niot bazis A. Spored definicija fluksot 
niz Gausovata povr{ina e : 

EAΦ =e , 

 
 a spored teoremata na Gaus      

00
e

1
ε
σ

ε
AQΦ == . 

Pa ako sega gi izramnime desnite strani na poslednive relacii i skratime so A,  
za elektri~noto pole vo blizinana eden sprovodnik so  proizvolno zakrivena 
povr{ina se dobiva: 

0ε
σ

=E . 

Zabele{ka: Ovde σ podrazbira povr{inska gustina samo od ednata strana na 
sprovodnikot. Mo`e da se ka`e deka vo primerot 2.3.1 se dobiva istoto ako tamu 

se stavi : 
21
σσ =  smetaj}i deka polne`ite se podednakvo raspredeleni na obete 

strani od zakrivenata povr{ina.  
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PRA[AWA I PROBLEMI 
 
1. Na slikata 2.14 se dadeni 5 razli~ni povr{ini A1, A2 , A3, A4 i A5. 
Analiziraj}i ja slikata mo`e li da go opredelite fluksot niz sekoja od 
povr{inite.  

Q1 = +5 nC 

Q = -1 nC 

Q1 = -3 nC 

Q2 = -3 nC 

Q3 = -3 nC 

     a)                           b)                               v)                            g)                               d) 

Q = +5 μC 

Q1 = +1 μC 

Q 2= +10 μC

Q 2= +50 μC 

Q1 = -10 μC 
A1 A2 A3 

A4 

A5 

 
Sl.2.14 

Obrazlo`ete go va{iot odgovor.  
 
Primer zada~i 
 
2. Od kocka so rab 18,0 cm izleguva elektri~en fluks,  ednakov na 1,45 ⋅103 Nm2/C. 
Kolkav i kakov polne` se nao|a vo kockata?  
Re{enie: 

C1028,1              d 8
e0

0
e

−⋅+==⇒=∫= ΦQQAEΦ
A

ε
ε

rr
 

3. Elektri~no pole vo neposredna blizina na povr{inata na edna metalna sfera 
so radius r =3 cm e E = 2,1 ⋅102 N/C i naso~eno e kon sferata. Kolkav i kakov 
polne` ima sferata?  
Re{enie: 

C10 2,09 4           4              d 11-2
0

0

2

0
e ⋅==⇒=⋅⇒=∫= rEQQrEQAEΦ

A
πε

ε
π

ε

rr
 

Polne`ot e negativen.  
 
4. Elektri~noto pole vo blizina na povr{inata na Zemjata ima golemina 
okolu150 N/C i e naso~eno kon centarot na Zemjata.  
a) Kolkav e vkupniot polne` na Zemjata?  
b) Kolku elektroni pripa|aat na 1 m2 od Zemjinata povr{ina?  
Re{enie:  

( ) C10 6,7  15010 6,354-  

4           4              d

 9262
0

2
0

0

2

0
e

⋅=⋅⋅⋅=

−=⇒=⋅⇒=∫=

πε

πε
ε

π
ε

Q

REQQREQAEΦ
A

rr

 

a) eQ 24102,4 ⋅=                  b) elektroni103,8 11
1 ⋅=Q . 

 
5. Polne` Q e postaven vo temeto na edna kocka so rab a. Opredelete go fluksot 
na elektri~noto pole niz taa kocka (slika 2.15). ( Zabele{ka: nema potreba da 
se vr{i integracija)  
Re{enie:  
Za Gausova povr{ina A mo`e da se zeme kocka so rab 2a, taka {to 
polne`ot Q da se najde vo centarot na Gausovata povr{ina. 
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Za taa nova kocka Fluksot e opredelen so :  

( )           26              d
0

2
e

0
e εε

QaEΦQAEΦ
A

=⋅=⇒=∫=
rr

 

Poradi simetrija na problemot niz 1/8 del od 
povr{inata }e pominuva fluks : 

         
8
1     

0
e ε

QΦ =  

 
 
 

2.4. RAVENKA NA PUASON (DIFERENCIJALNA FORMA NA 
GAUSOVATA TEOREMA) 

 
Gausovata terema, dadena so relacijata (2.11) ja dava vrskata me|u vektorot na 
elektri~noto pole na to~kite koi {to le`at na nekoja zatvorena povr{ina i 
goleminata na vkupniot polne` koj se nao|a vo vnatre{niot volumen na taa 

zatvorena povr{ina. Zna~i, taa gi povrzuva 
fizi~kite veli~ini koi se odnesuvaat na 
razli~ni to~ki vo prostorot. Mo`no e ovaa 
teorema da se dade vo takva forma, taka {to 
taa }e gi povrzuva fizi~kite veli~ini na edna 
ista to~ka. Za taa cel treba teoremata da se 
primeni na beskone~no mal volumen. 
 Vo prostorot kade {to postoi 
elektri~noto pole }e vovedeme prostoren  
Dekartov koordinaten sistem  -  xyz (sl. 2.16). 
Neka nè interesira nekoja to~ka M, vo koja 
postoi pole opi{ano so vektorot 

kEjEiEE zyx

rrrr
++=   ( kji

rrr
 ,,  se edini~ni 

vektori vo nasoka na koordinatnite oski, a zyx EEE , ,  se proekciite na 

vektorot na poleto vo nasoka na koordinatnite oski).  
Da razgledame sega eden beskone~no mal kvadar, vo ~ie {to edno teme se nao|a 
to~kata M(x,y,z), a stranite dx, dy, i dz se paralelni so koordinatnite oski. 

Da go presmetame fluksot niz povr{inata na ovoj kvadar.  
Pretpostavuvaame deka niz povr{inata dydz, na koja le`i to~kata M (na 

slikata so svetlo sino), silovite linii na poleto vleguvaat vo kvadarot. Niz 
ovaa povr{ina navleguva x-komonentata na vektorot na poleto Ex,  pa fluksot 
niz grani~nataa povr{ina dydz e:  

 zyEx dd− , 

kade {to znakot minus se stava zatoa {to me|u vektorite  E
r

i normalata na 

povr{inata dydz  agolot e π, pa cosθ =-1. Fluksot  niz povr{inata {to e 
paralelna so dydz, pomestena za dx dol` x-oskata: 

zyx
x

E
E x

x ddd ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

+  

pa vkupniot fluks niz ovie dve povr{ini e: 
 

zyx
x

E
zyEzyx

x
E

E x
x

x
x dddddddd

∂
∂

=−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

+ . 

Q 

a 
2a  
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Ako se ima predvid deka dxdydz =dτ  e element na volumenot i analogno se 
presmeta fluksot niz ostanatite strani na kvadarot }e se dobie deka toj e 
ednakov na: 

τd
z

E
y

E
x

E
Φ zyx

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

=e    .                                      (2.22) 

Ako vo to~kata M volumenskata gustina na polne`ot e ρ(x,y,z), vo beskone~no 
maliot kvadar goleminata na elektri~niot polne` }e bide ρdτ. Sega mo`e da se 
primeni Gausovata teorema za kvadarot kako zatvorena povr{ina: 

τρ
ε

τ d 1

0

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

d
z

E
y

E
x

E zyx , ili    
0ε
ρ

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

z
E

y
E

x
E zyx    ( 2.23) 

 Ravenkata (2.23) se vika ravenka na Puason  (Poisson, 1781-1840). Ovde 
treba da se napomne deka Puasonovaata ravenka ima smisla samo vo odredeni 
uslovi. Volumenskata gustina na polne`ite treba da se tolkuva kako prose~na 
za nekoj mal, no sepak kone~en prostor koj{to sodr`i mnogu naelektrizirani 
~esti~ki. Funkcijata ρ(x,y,z) treba da e neprekinata vo matemati~ka smisla na 
zborot. Mo`ebi izgleda neobi~no, me|utoa modelot za neprekinata 
raspredlelba na polne`ot va`i samo vo makroskopski uslovi. Vo mikro svetot, 
vo svetot na atomite, na primer, voop{to ne mo`e da stane zbor za 
neprekinatost na ovaa funkcija.  
 Ravenkata (2.23) mo`e da se izrazi i poinaku.  Vo vektorska analiza se 

poka`uva deka fluksot na nekoj vektor, ovde E
r

, niz zatvorena povr{ina A, i 
goleminata na volumenot, ograni~en so taa povr{ina, ako toj volumen te`i kon 
nula, ne zavisi od formata na povr{unata A. Ovaa granica se vika divergencija 
na vektorot i se ozna~uva kako: 

ττ

∫
=

→

A
AE

E

rr
r d

limdiv
0

. 

 So koristewe na operator “nabla”   k
z

j
y

i
x

rrr

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇ , koj u{te se 

vika Hamiltonov vektor i sam za sebe nema nikakva smisla, tuku ima smisla ako 
se prilo`i da dejstvuva na nekoja skalarna ili vektorska funkvija. 
Divergencija na nekoj vektor e skalaren proizvod od ∇ i od dadeniot vektor. 
Taka,  

z
E

y
E

x
E

EE zyx

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

=∇=
rr

div .  

Spored toa, ravenkata na Puason mo`e da se zapi{e kako: 

0

div
ε
ρ

=
∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

=∇=
z

E
y

E
x

E
EE zyx
rr

                            (2.24) 

Ako vo prostorot nema polne`i, t.e. ρ=0, toga{  

0div =E
r

                                                          (2.25) 
 Puasonovata ravenka ja vikame Gausova teorema vo diferencijalna 
forma, bidej}i taa gi povrzuva fizi~kite veli~ini {to se odnesuvaat na edna 
ista to~ka: ja~inata na elektri~noto pole i volumenskata gustina na polne` vo 
dadenata to~ka. So pomo{ na Puasonovata ravenka mo`e da se re{avaat nekoi 
problemi  na opredeluvawe na poleto ako e poznata  funkcijata na volumenskata 
gustina.  
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PRA[AWA i PROBLEMI  
1. So koristewe na Puasonovata ravenka da se 
opredeli poleto sozdadeno od eden naelektriziran 
beskone~no dolg cilindar (sl.2.17) so radius a i 
konstantna volumenska gustina na polne`ot ρ. 
Re{enie :  
Nadvor od cilindarot elektri~noto pole e isto 
kako i poleto na liniski sprovodnik koj bi bil 
postaven dol` oskata na cilindarot. Toa e 
radijalno pole ~ija ja~ina se menuva so 1/r  kade{to 
r e rastojanieto od oskata na cilindarot do 
dadenata to~ka vo koja se bara poleto.  
Vnatre{noto pole }e go opredelime so primena na 
Gausov zakon vrz Gausova povr{ina A1 - cilindar so radius  r<a;  

00

2

0 2
             2

ε
ρ

ε
πρ

ε
π r EhrQrhE =⇒

⋅
==⋅ . 

Slikata 2.18 go dava napre~niot presek na ova pole. Iako ovde Dekartoviot 
koordinaten sistem ne e mnogu pogoden, nie }e go koristime za da ve`bame 
presmetuvawe na divergencija.  

Bidej}i  
22 yxr +=  

komponentite na poleto mo`e da 
se zapi{at : 
Za r>a,  x-komponentata e: 

( )22
0
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0

2

22
cos

yx
xa

r
x

r
aEEx +

===
ε
ρ

ε
ρα

 , 
a za r<a 

00 22 ε
ρ

ε
ρ x

r
xrEx == . 

y-komponentite se: 
za r>a 

( )22
0

2

0

2

22
sin

yx
ya

r
y

r
aEEy +

===
ε
ρ

ε
ρα

 
 a za r<a 

02
sin

ε
ρα y

r
yEEEy === . 

Ez komponentite se nula.  
Sega da ja presmetame divergencijata , nadvor od cilindarot i vnatre.  
Nadvor: za r>a }e bide:  

( ) 0
2

div 222

2222
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Zna~i, nadvor od cilindarot, kade {to nema polne`i, nema izvori na pole. 
Divergencijata e nula. Vo vnater{nosta, toa ne e slu~aj , za r<a 

000 22
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ρ
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ε
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, {to mo`e{e i da se o~ekuva.  
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