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1. POIM, PODELBA I ISTORISKI RAZVOJ 

 

 

Fizikata e pred sî eksperimentalna nauka. Me|utoa u{te vo rabotite 

na Wutn i drugite osnovopolo`nici na sovremenata fizika, pri kvantita-

tivnite formulirawa na fizi~kite zakoni, so golem uspeh se primenuvale 

razni matemati~ki metodi. 

Vo poslednive stotina godini primenata na matemati~kite metodi vo 

fizikata e tolku pro{irena i prodlabo~ena, {to se pojavila specijalna nova 

oblast - del od fizikata - teoriska fizika. Pred teoriskata fizika stojat 

dva vida na zada~i: 

1) Da gi izrazi fizi~kite zakoni vo vid na kvantitativni 

(koli~inski) odnosi i da gi vospostavi (pronajde) vnatre{nite vzaemni vrski 

me|u eksperimentalno utvrdenite fakti. Vo ovaa svoja uloga teoriskata 

fizika se javuva pred matematikata so barawa i potreba od postavuvawe na 

novi matemati~ki aparati (definirawe na n-dimenzionalni prostori, 

re{avawe na razni diferencijalni ravenki, definirawe na specijalni 

funkcii itn). 

2) Vtorata zada~a na teoriskata fizika e ve}e postoe~kite 

matemati~ki metodi da gi primeni za nao|awe na novi fizi~ki zakono-

mernosti, za pretska`uvawe na novi sî u{te nepoznati vzaemni vrski me|u 

fizi~kite pojavi. Vo ovaa svoja uloga teoriskata fizika postignala golemi 

uspesi kako {to e predviduvaweto na postoeweto na planetata Neptun vo 19 

vek od strana na francuskiot astronom Leverje, definirawe na 

edinstvenosta na elektri~nite i magnetnite pojavi i karakteriziraweto na 

svetlinata kako pojava od elektromagnetna priroda od strana na Maksvel, 

sozdavaweto na relativisti~kata teorija od strana na Ajn{tajn i nao|awe na 

vrskata me|u masata i energijata, predviduvaweto na kvantnata teorija (~ii 

osnovopolo`nici se De Broli, [redinger i Hajzenberg) za postoewe na 

branovi svojstva na mikro~esticite, predviduvaweto na Dirakovata teorija 

deka postoi pozitronot. Isto taka teoriskata fizika pretstavuva mo}no 

orudie vo razvivaweto na teorijata na elementarni ~estici, nuklearnata 
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fizika, kosmologijata i dr. Pritoa treba da se podvle~e deka matemati~kiot 

aparat {to se koristi vo teoriskata fizika e mo{ne raznoobrazen. Skoro ne 

postoi matemati~ka disciplina koja ne na{la primena vo razjasnuvaweto na 

fizi~kite zakoni. 

Spored toa teoriskata fizika po svoite metodi e matemati~ka, a po 

svojata sodr`ina fizi~ka teorija. 

Sekoj del od fizikata ima svoja teoriska disciplina. Taka denes kako 

posebni kursevi se u~at: teoriska mehanika (dvi`ewe na materijalni tela), 

statisti~ka fizika (fizika na ansambli na ~estici ~ij poseben del e 

termodinamikata), teoriska elektromagnetika, kvantna mehanika. 

Nastavata po teoriska fizika ima tri celi: 

1) da se sfati su{tinata na fizi~kite pojavi, nejzinite osnovni 

poimi i zakoni koi le`at vo osnovata na fizikata, 

2) da se ovladee so op{tite metodi na teoriskata fizika i so pomo{ 

na niv da se interpretiraat poslo`enite fizi~ki pojavi i 

3) da se zapoznaat osnovite na sovremenata teoriska fizika, kako na 

sovremenoto tuma~ewe na klasi~nite disciplini taka i na izbrano gradivo i 

primeri od poseben interes od modernata fizika. 

Site navedeni celi, zaedno so ostanatite treba da doprinesat za 

formirawe na kultura od fizikata kaj studentite i nivno osposobuvawe za 

samostojna rabota. 

Terminot mehanika poteknuva od gr~kiot zbor µηχαναω (mehanao) = 

ve{ta~ki izrabotuva, mehaniki - gradba na nekoja ma{ina; nauka za ma{inite 

t.e. uredite ve{ta~ki izraboteni pa ottuka mehanika - granka od fizikata 

koja se zanimava so prou~uvawe na dvi`eweto na materijalnite tela kako i 

pri~inite poradi koi nastanuvaat promeni na sostojbata na telata. Pritoa 

pod dvi`ewe se podrazbira promena na polo`bata na razgleduvanite tela vo 

odnos na koordinaten sistem vrzan za nekoe telo koe sme go zele kako osnovno, 

pojdovno. 

Teoriskata mehanika gi razrabotuva teoriskite osnovi, principi i od 

niv gi izveduva zakonitostite na mehanikata. Poznata e i kako klasi~na 

mehanika (classici - gra|ani od prva klasa, podocna dela od prva klasa; 

klasi~en - koj se odnesuva na klasicite, za primer, odli~en, prvorazreden) 
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kako mehanika na osnovopolo`nicite Galilej i Wutn, kako mehanika za 

razlika od relativisti~kata i kvantnata. 

Podelbata na mehanikata mo`e da se izvr{i vrz osnova na dve 

gledi{ta ili sprema logi~kata struktura ili sprema objektite na dvi`ewe. 

Vo prviot slu~aj mehanikata se deli na dve disciplini: kinematika i 

dinamika. Kinematikata (kinezis - dvi`ewe) go ispituva dvi`eweto na 

geometriskite oblici na tela ne vodej}i smetka za pri~inite na dvi`ewata. 

Dinamikata go prou~uva dvi`eweto na materijalnite tela pod vlijanie na 

silite kako pri~ini koi gi predizvikuvaat tie dvi`ewa. Specijalna granka 

na dinamikata e statikata koja go prou~uva miruvaweto na telata. 

Vo vtoriot slu~aj mehanikata mo`e da ja podelime na dve osnovni 

disciplini: mehanika na sistemi i mehanika na kontinuum. Mehanikata na 

sistemi go prou~uva dvi`eweto na takvi materijalni tela koi mo`at da se 

smetaat za sistem od ~estici. Mehanikata na kontinuum gi ispituva 

dvi`ewata na takvi tela koi mo`eme aproksimativno da gi smetame za 

kontinuirani. Vo prvata kategorija spa|aat tvrdite tela, a vo vtorata 

elasti~nite tela i fluidite. 

 

Osnovni poimi na mehanikata 

 

Matemati~kata analiza operira samo so eden osnoven element - 

koli~ina, poim koj se prika`uva so broj i koj se provlekuva niz site egzaktni 

nauki. Geometrijata voveduva nov poim - prostor koj pretstavuva i prv 

osnoven poim na mehanikata, a prou~uvaweto na dvi`eweto na geometriskite 

oblici na telata vnesuva nov poim - vreme. Zemaj}i ja predvid i pri~inata 

koja gi predizvikuva dvi`ewata se voveduva i u{te eden osnoven poim - 

materijalnost. Ovie tri poimi pretstavuvaat osnovni poimi vo mehanikata, a 

soodvetni veli~ini se: dol`ina, vreme i masa. 

Poimite prostor i vreme vo klasi~nata mehanika se sfa}aat 

apsolutno, pa vo osnova na mehanikata le`at apsolutniot prostor i 

apsolutnoto vreme. Toa zna~i deka se zema deka postoi sistem koj apsolutno 

miruva vo vselenata, a dvi`eweto vo odnos na nego pretstavuva apsolutno 

dvi`ewe. Istovremeno se zema deka postoi edno edinstveno vreme za celata 
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vselena, t.e. vreme koe podednakvo te~e za site sistemi vo vselenata. Wutn 

veli: "Apsolutniot prostor, po svojata sopstvena priroda i bez ogled na {to 

bilo nadvore{no, ostanuva sekoga{ na sebe sli~en i nepodvi`en. Apsolutno, 

pravo i matemati~ko vreme, po sebe i po svojata sopstvena priroda, te~e 

podednakvo bez ogled na {to bilo nadvore{no, i so drugo ime se narekuva 

traewe". Me|utoa, vakvoto sfa}awe na prostorot i vremeto, duri i vo 

ramkite na klasi~nata mehanika, e samo delumno to~no. Imeno, sekoe 

dvi`ewe na materijata se vr{i vo prostorot i vremeto i ovie poimi ne 

mo`at da se zamislat bez materija. Poradi toa prostorot i vremeto mora da se 

sfatat kako svojstvo na materijata vo po{iroko zna~ewe. 

[to se odnesuva do poimot materijalnost, toj e tesno vrzan za poimot 

masa na telata. Wutn smetal deka masata e merka za koli~ina na materijata, 

no ova sfa}awe na poimot masa e nadminat so razvojot na fizikata. 

Dene{noto sfa}awe na ovoj poim se bazira na inercijata kako prirodno 

svojstvo na materijata koe se sostoi vo toa sekoe telo da pru`a otpor na 

sekoja promena na sostojbata na negovoto dvi`ewe. Toga{ masata na telata, 

koja e skalar, mo`e da se smeta kako merka na inercija na telata, t.e. merka na 

otporot na promena na sostojbata na negovoto dvi`ewe. Vaka sfatena masata 

isto taka pretstavuva edno svojstvo na materijata. 

Vo osnovata na klasi~nata mehanika le`at Wutnovite principi koi 

vo koncizna forma go sumiraat celokupnoto iskustvo za dvi`ewata na telata 

vo vid na osnovni zakoni i mo`at da se smetaat kako aksiomi na mehanikata. 

Odreduvaj}i gi uslovite na dvi`ewe na telata, Wutnovite principi 

istovremeno gi odreduvaat i pri~inite koi gi predizvikuvaat dvi`ewata, pa 

pretstavuvaat i implicitna definicija na poimot sila. 

Prv Wutnov princip: Sekoe materijalno telo ostanuva vo sostojba na 

miruvawe ili ramnomerno pravolinisko dvi`ewe dodeka pod dejstvo na sila 

ne bide prinudeno taa svoja sostojba da ja promeni. Ovoj princip se narekuva 

princip na inercija, i so nego e daden eden del na definicijata za sila. 

Vtor Wutnov princip: Promenata na koli~inata na dvi`ewe e 

proporcionalna na silata koja dejstvuva na teloto i se vr{i vo pravec na 

dejstvo na silata. Ovoj princip se narekuva princip na dejstvo na silata i 

pretstavuva osnoven zakon na dvi`ewe, davaj}i istovremeno i glaven del na 
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definicijata na silata. So nego e odredena veli~inata sila kako vektor i vrz 

osnova na toa e dadena mo`nost za merewe, odnosno, sporeduvawe na silite. 

Kako dodatok na svojot vtor princip, Wutn go dal praviloto na paralelogram 

na silite: Ako dve sili dejstvuvaat istovremeno na telo, nivnata rezultanta e 

ednakva na dijagonalata na paralelogramot konstruiran nad ovie sili. Ova 

pravilo ka`uva deka silite se sobiraat kako vektori i deka dejstvoto na 

sekoja sila e nezavisno od dejstvata na ostanatite sili. 

Tret Wutnov princip: Na akcijata sekoga{ ñ odgovara ednakva po 

intenzitet i sprotivno orientirana reakcija, ili dejstvata na dve tela edno 

na drugo sekoga{ se ednakvi i sprotivno naso~eni. Ovoj princip se narekuva 

princip na akcija i reakcija i uka`uva na izvorot na silata. Spored nego za 

sekoja sila koja dejstvuva na edno telo postoi drugo telo koe pretstavuva 

izvor na ovaa sila i na koe dejstvuva sila so ist intenzitet i pravec, no so 

sprotivna nasoka. Ovie sili se narekuvaat vistinski sili i za niv sekoga{ 

mo`e da se najde telo kako izvor na ovie sili. Sistemi vo koi deluvaat samo 

vistinski sili, t.e. vo koi site zabrzuvawa poteknuvaat od dejstvata na drugi 

tela se narekuvaat inercijalni sistemi; takov eden sistem e sistem koj 

apsolutno miruva. 

Me|utoa, Wutnovite principi vo svojata voobi~aena formulacija 

imaat i eden logi~ki nedostatok. Imeno, vo niv ne e razdvoena definicijata 

na poimot sila od osnovnite zakoni na mehanikata {to pretstavuva te{kotija 

vo razbiraweto na logi~kata struktura na mehanikata. 

Vo osnovite na klasi~nata mehanika premol~eno se sodr`ani izvesni 

pretpostavki, koi istovremeno gi davaat i granicite na nejzinata 

primenlivost. Taka se pretpostavuva deka brzinite na telata se mnogu mali 

vo odnos na brzinata na svetlinata, {to e ekvivalentno na apsolutnoto 

sfa}awe na prostorot i vremeto kako i nezavisnosta na masata na telata od 

nivnata brzina. Od druga strana, se pretpostavuva deka masite na telata se 

mnogu golemi vo odnos na masite na mikroobjektite, {to ima za posledica 

deka so samiot proces na merewe na polo`bata i brzinata na teloto 

prakti~no ne se menuva negovata kinemati~ka sostojba, pa ovie veli~ini vo 

idealiziran eksperiment mo`at istovremeno precizno da se odredat. 



6 
 

Dokolku prviot uslov ne e ispolnet, soodvetnata disciplina na 

teoriskata fizika koja ja zamenuva klasi~nata mehanika e relativisti~kata 

mehanika. Ako pak vtoriot uslov ne e ispolnet, kako {to e slu~aj vo 

atomskata i nuklearnata fizika, takvite pojavi vo fizikata na mikrosvetot 

gi prou~uva kvantnata mehanika. Pritoa ovie dve disciplini ja sodr`at 

klasi~nata mehanika kako grani~en slu~aj. 

Za sistem na edinici se zema SI sistemot. Pritoa site ravenki na 

mehanikata imaat ista forma vo site sistemi na edinici, za razlika od 

elektrodinamikata kade toa ne e slu~aj. 

 

 

Istoriski razvoj na mehanikata 

 

U{te vo stariot vek zapo~nal razvojot na statikata kako granka na 

mehanikata. Osnova~ na statikata mo`e da se smeta Arhimed (287-212) koj prv 

gi voo~il osnovnite svojstva na silata kako stati~ki poim i prv po~nal da gi 

primenuva matemati~kite metodi za prou~uvawe na mehanikata. Pokraj 

statikata i kinematikata bila razviena u{te vo stariot vek. Me|utoa, duri 

Galilej (1564-1642) go vovel poimot na zabrzuvawe, go dovel vo vrska so 

poimot sila i na toj na~in gi formuliral osnovnite zakoni na dinamikata 

koi pretstavuvaat baza za nejzin ponatamo{en razvoj. 

Temelite na mehanikata kako egzaktna nauka gi udril Wutn                 

(1642-1727). Vo svoeto glavno delo Philosophiae Naturalis Principia Mathematica 

koe e objaveno 1687 godina, gi formuliral osnovnite principi kako aksiomi, 

od koi po deduktiven pat gi izvel ostanatite zakoni. Osven toa, Wutn e 

poznat i po otkrivaweto na op{tiot zakon na gravitacija kako osnoven zakon 

spored koj se odvivaat dvi`ewata na site nebeski tela. Kako matemati~ar, go 

sozdal nezavisno od Lajbnic infinitezimalnoto smetawe, no i pokraj 

golemite pogodnosti na ovoj metod toj ne go koristel vo svoeto izlo`uvawe 

na mehanikata. 

Po Wutn razvojot na mehanikata prodol`il so zabrzano tempo. Ojler 

(1707-1783) prv ja vovel sistematskata primena na matemati~kata analiza vo 

mehanikata, a ja zasnoval i ja razvil mehanikata na fluidi. Rabotata na 
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ponatamo{niot razvoj na mehanikata na fluidite ja prodol`il negoviot 

sovremenik Bernuli (1700-1782) osobeno poznat po svojata ravenka, dodeka 

Dalamber (1717-1783) formuliral eden op{t princip kako metod za re{avawe 

na dinami~kite problemi, primenliv i na ograni~eni dvi`ewa. 

Ponatamo{en golem ~ekor vo razvojot na mehanikata napravil Lagran` 

(1736-1813) koj vovel ~isto analiti~ki metod vo mehanikata namesto 

porane{nite geometriski metodi, zasnovan na t.n. obop{teni koordinati so 

{to stanal osnova~ na analiti~kata mehanika. Toj gi dal op{tite 

diferencijalni ravenki na dvi`ewe vo obop{teni koordinati koi va`at pri 

bilo kakvi ograni~uvawa na dvi`ewata i pretstavuvaat najmo}no orudie za 

re{avawe na problemite od mehanikata. Negovata rabota ja prodol`il 

Hamilton (1805-1865) koj formuliral eden op{t varijacionen princip na 

mehanikata i dal eden nov metod na dinamikata so koj se odreduva ne samo 

polo`bata tuku i sostojbata na sistemot vo obop{teni koordinati. No, 

posebno zna~ewe na ovoj metod le`i vo toa {to toj mo`e da se primenuva i 

nadvor od mehanikata, vo statisti~kata fizika i kvantnata mehanika, kade toj 

pretstavuva baza za korespondencija me|u klasi~nata i kvantnata mehanika. 

Na toa pole na naukata rabotela cela plejada fizi~ari i 

matemati~ari, kako na razvoj na op{tite principi i poedini granki na 

mehanikata taka i na nejzini raznovidni primeni. Me|u mnogute da gi 

navedeme: Poason, Jakobi, Poankare, Apel, Karton, Qapunov, Me{~erski, 

Ciolkovski i dr. Najposle, koga izvesni eksperimentalni fakti do{le vo 

ras~ekor so klasi~nata mehanika, re{ava~ki ~ekor za ponatamo{en razvoj na 

mehanikata napravil Ajn{tajn (1879-1955) tvorec na teorijata na 

relativnost. Toj, otfrlaj}i gi poimite na apsoluten prostor i vreme, vo 1905 

ja zasnoval svojata teorija na dva principi: principot na ekvivalentnost na 

site inercijalni sistemi i principot na konstantnost na brzinata na 

svetlinata vo takvi sistemi, so {to od osnova gi izmenil pogledite na niza 

poimi od mehanikata, no taka {to klasi~nata mehanika sepak pretstavuva 

grani~en slu~aj na ovaa teorija. 
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2. ELEMENTI NA KINEMATIKA 

 

2.1. Opredeluvawe na polo`bata na to~ka 

 

Polo`bata na to~kata vo prostorot mo`e da se opredeli na pove}e 

na~ini. 

 1) vektorski na~in: Se sostoi vo 

povlekuvawe na vektor ~ij po~etok e vo edna 

postojana to~ka od prostorot O, a krajot vo to~ka M 

~ija polo`ba se opredeluva. Ovoj vektor se 

narekuva vektor na polo`bata ili radius-vektor i 

toj e opredelen so svojot intenzitet (golemina, 

modul), pravec i nasoka. 

 2) analiti~ki na~in: Se zasnovuva na 

metodot na koordinati. Pod koordinati na to~ka podrazbirame sevkupnost, 

mno`estvo, zbir na tri veli~ini koi potpolno ja opredeluvaat polo`bata na 

ovaa to~ka. Vo zavisnost od izborot na ovie tri veli~ini razlikuvame pove}e 

koordinatni sistemi. 

Najpoznati se slednive tri: 

Dekartov pravoagolen, cilindri~en i 

sferen koordinaten sistem. 

Vo pravoagolniot sistem 

polo`bata na M se opredeluva so 

rastojanijata (x,y,z) od trite vzaemno 

normalni ramnini (koordinatni 

ramnini). Vo cilindri~niot so ),,( zϕρ , a 

vo sferniot so ),,( ϕϑr . 

Vrskata me|u pravoagolniot i ostanatite dva e: 

   

zz
y
x

=
=
=

ϕρ
ϕρ

sin
cos

   

zz
x
yarctg

yx

=

=

+=

ϕ

ρ 222

 

i 
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ϑ
ϕϑ
ϕϑ

cos
sinsin
cossin

rz
ry
rx

=
=
=

  

x
yarctg

z
yx

arctg

zyxr

=

+
=

++=

ϕ

ϑ
22

2222

 

Pokraj ovie tri koordinatni sistemi postojat i drugi, pa op{to 

zemeno mo`e da se re~e deka polo`bata na to~kata e opredelena so tri 

karakteristi~ni veli~ini (koordinati) 321 ,, qqq  koi se narekuvaat 

obop{teni (generalizirani, generalisani) koordinati. Me|u ovie 

koordinati i pravoagolnite postojat vrski 

),,( 321 qqqxx =  ),,( 321 qqqyy =  ),,( 321 qqqzz =  

i obratno  

       ),,(11 zyxqq =  ),,(22 zyxqq =  ),,(33 zyxqq =  

Ako edna od iq  se dr`i konstantna, a ostanatite dve se menuvaat, 

imame ravenki na koordinatni povr{ini 

11 ),,( Czyxq =  22 ),,( Czyxq =  33 ),,( Czyxq =  

Presecite na dve od ovie koordinatni povr{ini davaat koordinatna 

linija. Niz sekoja to~ka od prostorot mo`at da se povle~at po tri vakvi 

koordinatni linii. Tangentite povle-

~eni od razgleduvanata to~ka na trite 

koordinatni linii pretstavuvaat 

koordinatni oski. Gi usmeruvame 

(naso~uvame) ovie oski vo nasoka na 

rasteweto na koordinatnite iq  so 

postavuvawe na edini~nite vektori ie . 

Ako 321  , , eee 
 se vzaemno normalni, 

sistemot e ortogonalen, a ako ne se, sistemot e loksogonalen. Glavno }e 

rabotime so ortogonalni sistemi. 

Radius-vektorot r  mo`e da go razlo`ime na tri komponenti vo nasoka 

na koordinatni oski. Ako se raboti za pravoagolen koordinaten sistem imame 

        ),,( zyxrr 
=    odnosno    kzjyixr


++=  

ili op{to zemeno      ),,( 321 qqqrr 
=     odnosno    332211 eqeqeqr 

++= . 
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2.2 Opredeluvawe na traektorijata (patekata) na ~estica 

 

Za da se uprosti razgleduvaweto na dvi`ewata na telata i drugite 

prirodni pojavi i istaknat onie va`ni karakteristiki koi nas pod dadeni 

uslovi nî interesiraat, ~esto se zema uprosten mehani~ki model na 

razgleduvanata pojava. Takov eden model vo dinamikata pretstavuva 

materijalna to~ka, koja mo`e da se vovede na sledniot na~in. 

Da voo~ime nekoe telo ~ii dimenzii se mnogu mali vo odnos na 

dimenziite na oblasta vo koja se vr{i razgleduvanoto dvi`ewe i ~ie 

vnatre{no dvi`ewe ne nî interesira. Takvoto telo }e go nare~eme ~estica. 

Na primer planetite na Son~eviot sistem, pod uslov da ja zanemarime 

nivnata rotacija, ni davaat primer na tela koi mo`e da gi smestime za 

~estici. Pritoa, koja bila geometriska to~ka vo vnatre{nosta na ~esticata 

mo`e da poslu`i kako pretstavnik na nejzinoto dvi`ewe i ako u{te ja 

zamislime celokupnata masa na ~esticata koncentrirana vo ovaa geometriska 

to~ka, taka zamislenata geometriska to~ka so celokupnata masa na ~esticata 

se narekuva materijalna to~ka. Vaka 

vovedenata materijalna to~ka pret-

stavuva soodveten mehani~ki model na 

dvi`ewe i vo idnina pod dvi`ewe na 

~estica sekoga{ }e podrazbirame 

dvi`ewe na soodvetna materijalna 

to~ka vo navedenata smisla. 

Dvi`eweto na edna ~estica e 

potpolno opredeleno ako go znaeme 

menuvaweto na r  vo tekot na vremeto )(trr 
= , odnosno ako gi znaeme trite 

skalarni ravenki: 
 

)(txx =   )(tyy =     )(tzz =  
ili     

)(tρρ =    )(tϕϕ =      )(tzz =  
ili 

)(trr =    )(tϑϑ =      )(tϕϕ =  
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Ovie ravenki koi go odreduvaat radius-vektorot, odnosno 

koordinatite na ~esticata kako funkcija od vremeto se narekuvaat kone~ni 

ravenki na dvi`ewe. 

Geometriskoto mesto na to~ki {to gi opi{uva vrvot na radius-

vektorot ja opredeluva traektorijata (patekata) po koja se vr{i dvi`eweto. 

Dvi`eweto mo`e da se opredeli i 

na drug na~in: ako go znaeme geometriskiot 

oblik na pominatiot pat 0),,( =zyxf  i 

pominatiot pat 
 

tdzyxtss
t

∫ ++==
0

222)(   

Ovaa ravenka se narekuva zakon na patot. 

 

 

2.3. Opredeluvawe na brzinata i zabrzuvaweto na ~estica 

(vo obop{teni koordinati) 

 

Brzinata na ~estica vo to~kata M ja 

definirame kako grani~na vrednost na 

koli~nikot 

r
dt
rd

t
rv

t





≡=
∆
∆

=
→∆ 0

lim  

Vo grani~en slu~aj dsrd =


, pa 

intenzitetot na brzinata e 

 

s
dt
ds

dt
rdv 


===  

 

Pri vakva definicija vektorot na brzinata ja ima nasokata na 

tangentata vo to~kata M 

0τ
 vv =  
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 Zabrzuvaweto pak go definirame 

kako grani~na vrednost na koli~nikot od 

promenata na brzinata i intervalot vo koj se 

vr{i taa promena. 

( ) rr
dt
dv

dt
vd

t
va

t





==≡=
∆
∆

=
→∆ 0

lim  

  

Ako brzinata vo razni momenti 

translatorno ja preneseme vo zaedni~ki 

po~etok, toga{ krajot na vektorot }e opi{uva izvesna kriva vo prostorot. 

 Ovaa kriva se narekuva odograf na 

brzinata. Bidej}i brzinata ovde igra uloga 

na vektor na polo`ba, zabrzuvaweto na 

~estica pretstavuva brzina na soodvetnata 

to~ka na odografot na brzinata. 

 Komponentite na brzinata vo 

pravoagolni koordinati gi dobivme so 

diferencirawe na radius-vektorot 

 

kzjyixr


++=  

kzjyixrv









++==  

pa imame 

                             xvx =          yvy =          zvz =  

a na zabrzuvaweto 

kzjyixra









++==  

odnosno 

   xax =        ya y =        zaz =  

 Komponentite na brzinata i zabrzuvaweto vo obop{teni koordinati 

gi dobivame na sledniot na~in. 

 Proekcijata na daden vektor vrz soodvetna oska mo`eme da ja najdeme 

preku definicijata za skalaren proizvod 

     iii evevvv 
⋅>=<= ,cos                         (1) 
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Od druga strana 

),,( 321 qqqrr 
=  

∑
= ∂

∂
=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
3

1
3

3
2

2
1

1 i
i

i
dq

q
rdq

q
rdq

q
rdq

q
rrd




 

Bilo koj od izvodite 
iq

r
∂
∂


 go definirame na sledniot na~in 

101

3213211
01

1

11

lim
),,(),,(

lim
q

r
q

qqqrqqqqr
q
r q

qq ∆

∆
=

∆
−∆+

=
∂
∂

→∆→∆



 

 

 Koga rq q


1
   ,01 ∆→∆  te`i da go zazeme pravecot na tangentata vo 

nasoka na promenata na 1q  koja e orientirana so edini~niot vektor ie . Spored 

toa i koli~nikot 

111
11

ehe
q
r

q
r 



=
∂
∂

=
∂
∂

 

kade 321 ,, hhh  ‡ se Lameovi koeficienti, odnosno faktori na skalata. Tie se 

intenziteti na parcijalnite izvodi na radius-vektorot po obop{teni 

koordinati 

i

i

i e

q
r
q
r






=

∂
∂

∂
∂

 

odnosno 

iii
ii

ehe
q
r

q
r 


=

∂
∂

=
∂
∂

  )3,2,1( =i  

kade         
222









∂
∂

+







∂
∂

+







∂
∂

=
∂
∂

=
iiii

i q
z

q
y

q
x

q
rh


 

bidej}i                           zkyjxir


++=     

a 
),,( 321 qqqxx =  ),,( 321 qqqyy =  ),,( 321 qqqzz =  

dodeka za edini~nite vektori ie  dobivame 

      
ii

i q
r

h
e

∂
∂

=


 1
              (2) 
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 Ako (2) go zamenime vo (1), za proekciite na brzinata vrz soodvetnite 

koordinatni oski }e dobieme 









∂
∂

⋅=
∂
∂

==
iiii

ii q
rv

hq
r

h
vevv





 11

 

Bidej}i 

i
i i

q
q
r

dt
dq

q
r

dt
dq

q
r

dt
dq

q
r

dt
rdv 


 ∑

= ∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

==
3

1

3

3

2

2

1

1
 

od kade 

ii q
r

q
v

∂
∂

=
∂
∂







 

pa imame 









∂
∂

=





 ⋅

∂
∂

=







∂
∂

= 2

2
11

2
111 v

qh
vv

qhq
vv

h
v

iiiiii
i 








 

ili pokratko 

     
ii

i q
T

h
v

∂
∂

=
*1

  )3,2,1( =i             (3) 

kade e vovedena oznaka 2*

2
1 vT =  koja pretstavuva kineti~ka energija na 

edini~na masa. 

 Za sekoj obop{ten koordinaten sistem mo`e da se najde soodvetna 

metri~ka forma koja go odreduva kvadratot na elementot na lakot. Toa se 

postignuva so transformacija na izrazot rdrdds 
⋅=2  vo obop{teni 

koordinati i taka se dobiva 

∑ ∑ ∑∑

∑∑

⋅=⋅=

∂
∂

∂
∂

=⋅=
==

i j i j
jijijijjjiii

j
j

j
i

i i

dqdqeehhdqehdqeh

dq
q
rdq

q
rrdrdds

)(

3

1

3

1

2






 

 Ako sistemot e ortogonalen, {to e naj~est slu~aj, t.e. 
ji
ji

ee ji =
≠





=
,1
,0

 

imame 

∑
=

=++=
3

1

222
3

2
3

2
2

2
2

2
1

2
1

2

i
ii dqhdqhdqhdqhds  
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 So ogled deka ,
dt
rd

dt
dsv



==  2
2

)(dt
rdrdv


⋅
=  

∑
=

=++=





+






+






=






=

3

1

222
3

2
3

2
2

2
2

2
1

2
1

2
32

3

2
22

2

2
12

1

2
2

i
ii qhqhqhqh

dt
dq

h
dt

dqh
dt

dqh
dt
dsv   

toga{ 

( ) ∑=++==
i

ii qhqhqhqhvT 222
3

2
3

2
2

2
2

2
1

2
1

2*

2
1

2
1

2
1

  

pa izrazot za proekciite na brzinata na oskite }e bide 

iiii
ii

ii
ii

i qhqh
h

qh
qh

v 


==







∂
∂

= ∑ 2
2
11

2
11 222  

iii qhv =  

 Na sli~en na~in gi nao|ame i komponentite na zabrzuvaweto. Imeno 

 
ii

iii q
r

h
aeaeaaa

∂
∂

=⋅>=<=


 1,cos  









∂
∂

=







∂
∂

=
iiii

i q
rv

hq
ra

h
a





 11

 

 Sega pak od relacijata 









∂
∂

+
∂
∂

=







∂
∂

iii q
r

dt
dv

q
rv

q
rv

dt
d 








  

sleduva 









∂
∂

−







∂
∂

=
∂
∂

iii q
r

dt
dv

q
rv

dt
d

q
rv








  

 

 Bidej}i operaciite na totalno diferencirawe po vremeto i 

parcijalno diferencirawe po koordinati se nezavisni, ponatamu }e imame 

iiii

iiiii

q
T

q
T

dt
dvv

q
vv

qdt
d

q
vv

q
vv

dt
d

dt
rd

q
v

q
rv

dt
d

q
rv

∂
∂

−
∂
∂

=







∂
∂

−







∂
∂

=

=
∂
∂

−







∂
∂

=







∂
∂

−







∂
∂

=
∂
∂

**

2
1

2
1
























 









∂
∂

−
∂
∂

=
iii

i q
T

q
T

dt
d

h
a

**1


 3,2,1=i  
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 Na kraj da napomeneme deka proekciite na brzinata i zabrzuvaweto na 

ovie oski vo op{t slu~aj ne se poklopuvaat so nivnite komponenti vo pravec 

na tie oski. Samo za ortogonalni sistemi se poklopuvaat. 

 

 2.4. Prirodni komponenti na zabrzuvaweto 

 

 ]e gi pobarame komponentite na zabrzuvaweto vo nasoka na oskite na 

prirodniot triedar kogo go ~inat tangentata, glavnata normala i 

binormalata. 

 Oskulatorna ramnina vo 

to~ka M e onaa ramnina koja e 

grani~na ramnina {to minuva niz 

tangentata vo taa to~ka i nejze 

bliska to~ka 'M  koja te`i kon M. 

Glavnata normala e onaa normala vo 

to~kata M koja le`i vo oskulatornata ramnina, a binormalna e normala koja 

e normalna na oskulatornata ramnina. 

0τ
 vv =  

  Neka ~esticata vo moment t  se 

nao|a vo to~ka M, a vo beskone~no blisko 

vreme dtt +  vo to~ka 'M . Vo tekot na 

beskone~no malo vreme dt  mo`e da 

smetame deka dvi`eweto se vr{i vo 

ramnina. Bidej}i ovaa ramnina ja sodr`i 

tangentata i bliskata to~ka 'M , toa e 

oskulatorna ramnina. Zabrzuvaweto vo 

to~ka M e 

( ) ( ) 000 τττ 


 vvv
dt
dv

dt
da +===  

 

ds
d

v
dt
ds

ds
d

dt
d 000

0
τττ

τ


 ===  
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 Vektorot 0τ
d  kako grani~en slu~aj na vektorot 0τ


∆  koga 'M  te`i kon 

M ima pravec na normalata vo to~ka M, a bidej}i le`i vo oskulatornata 

ramnina, toa e pravec na glavnata normala. 

0000  ndndd  αττ ==  

 Bidej}i presekot na dvete glavni normali vo to~kite M i 'M  e centar 

na krivina, ozna~uvaj}i go so ρ  radiusot na krivinata }e imame 

αρ dMMds  '==  

Toga{ 

0
0

0  
 

nv
d
nd

v
ds
dv 




ραρ
αττ ===  

pa imame 

0

2

0 nvva 




ρ
τ +=  

 Odovde gledame deka zabrzuvaweto mo`e da se razlo`i po dol`ina na 

tangentata i glavnata normala, i sekoga{ le`i vo oskulatornata ramnina. 

Komponentata po dol`ina na tangentata se vika tangencijalno zabrzuvawe 

vat = , a komponentata po dol`ina na glavnata normala normalno zabrzuvawe 

ρ

2van = . 

 Bidej}i 00 n
⊥τ  

2

4
22

ρ
vva +=   

 Vo slu~aj na pravolinisko dvi`ewe ∞→ρ  pa preostanuva samo 

tangencijalnoto zabrzuvawe va = , ako pak dvi`eweto se vr{i so konstantna 

brzina kako na primer pri ramnomerno dvi`ewe po krug 0=v , pa 
ρ

2va =  t.e. 

zabrzuvaweto e samo normalno. 

 ]e razgledame u{te edna veli~ina. Neka ~estica se dvi`i po kriva. 

Pritoa, povr{inata {to }e ja opi{e r  vo intervalot ) ,( dttt +  e 

) (
2
1 rdrSd 

×=  

 Opi{anata povr{ina vo edinica vreme se narekuva sektorska brzina 

i taa iznesuva 
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( )v  r
dt
rdr

dt
Sd 







×=





 ×==

2
1 

2
1σ  

 

vo polarni koordinati kxyyx
yx
yx

kji








 )(
2
1

0
0

2
1

−==σ  

 

k



  

2
1 2ϕρσ =  

 Vo tesna vrska so σ


 e momentot na impuls 

σmv  rmvm rp  rL 
2=×=×=×=  

 

 

3. ELEMENTI NA DINAMIKA 

 

 Za da go vovedeme poimot masa, poa|ame od osnovniot postulat deka 

postojat inercijalni sistemi koi gi definirame so svojstvoto deka vo odnos 

na niv prostorot e homogen i izotropen, a vremeto homogeno. Vrz osnova na 

toa se poka`uva deka vo takvi sistemi va`i principot na inercija, t.e. sekoe 

telo te`i da ja zadr`i sostojbata na miruvawe, odnosno uniformno dvi`ewe. 

Od toa stanovi{te,  masata na ~estica se voveduva kako merka na nejzinata 

inercija, t.e. merka na nejziniot otpor na sekoja promena na sostojbata na 

dvi`ewe i taa veli~ina e skalar. Da vovedeme 

vmp 
=  

impuls na ~estica ili koli~ina na dvi`ewe. 

 Ako impulsot na ~esticata se menuva so tek na vremeto, velime deka 

postoi dejstvo na izvesna sila. Promenata na impulsot na ~estica po edinica 

na vreme mo`e da se smeta kako merka na ova dejstvo i se narekuva sila. 

      
dt

vmd
dt
pdF )( 
==              (1) 

 Spored ovaa definicija silata koja dejstvuva na nekoja ~estica e 

ednakva na izvodot na impulsot na taa ~estica po vremeto vo toj moment. Ako 
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masata na ~esticata e konstantna, {to odgovara na klasi~nata mehanika, 

imame 

 

      am
dt
vdmF 

==              (2) 

 

pa vo ovoj slu~aj silata e ednakva na proizvodot od masata na ~esticata na 

koja deluva ovaa sila i zabrzuvaweto na taa ~estica vo razgleduvaniot 

moment. 

 Iako ovaa definicija na sila e dovolna za klasi~nata mehanika, 

pogornata definicija (1) e poop{ta i va`i ne samo za klasi~nata tuku i za 

relativisti~kata mehanika. 

 No so ovaa definicija na silata, ni{to ne e ka`ano za nejzinata 

priroda. Namesto da re~eme deka nekoja ~estica so masa m ima vo nekoj 

moment zabrzuvawe a , velime deka na taa ~estica dejstvuva sila amF 
= , {to 

e toa isto samo ka`ano pokratko. Duri so voveduvawe na postulatite na 

silata, koi se bazirani na vzaemnoto dejstvo na ~esticite vo inercijalnite 

sistemi, nie na silata i davame fizi~ka sodr`ina: zabrzuvaweto na ~esticata 

e poradi vzaemnoto dejstvo me|u ~esticite, koe potoa poblisku e 

karakterizirano so odreden zakon na interakcija i osnovnite svojstva na 

vektorot na interakcija. Ottuka se gleda deka navistina silata vo 

inercijalni sistemi e merka na vzaemnoto dejstvo, {to obi~no i se zema kako 

nejzina kvalitativna definicija. 

 Dosega se ograni~ivme samo na inercijalni sistemi koi miruvaat ili 

se dvi`at uniformno (ramnomerno) i vo niv gi formuliravme osnovnite 

zakoni na dejstvo na silata. Me|utoa, site zabrzuvawa na telata ne 

poteknuvaat od vzaemnoto dejstvo me|u telata, tuku mo`at da imaat pri~ina i 

vo samoto dvi`ewe na sistemot na referencija od koj se nabquduva 

dvi`eweto. Vo toj pogled site sili kako pri~ina na zabrzuvawata mo`at da se 

podelat vo dve osnovni grupi: 

 Vistinski (pravi) sili koi poteknuvaat od vzaemnoto dejstvo me|u 

telata i za koi va`at postulatite na silata (odnosno Wutnovite principi) i 
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 Inercijalni sili koi poteknuvaat od zabrzuvaweto na sistemot na 

referencija od koj se nabquduva dvi`eweto i za koi ne va`at postulatite na 

silata. Vo niv spa|aat na primer centrifugalnite sili. 

 Primeri na pravi sili: 

 1) gravitacioni sili 

02
21 r

r
mmF 

γ−=  

 2) elasti~ni sili 

rkF 
−=  

  

Ovie sili se samo makrofizi~ka manifestacija na istovremenoto vzaemno 

dejstvo na razgleduvanata ~estica so mnogubrojnite okolni molekuli. 

 3) elektromagnetni sili koi se zasnovuvaat na Lorencovata sila 

) x ( BveEeF


+=  

 Od gledi{te na sovremenata fizika postojat samo ~etiri tipa na 

vzaemni dejstva vo prirodata na koi mo`at da se svedat site ostanati: 

gravitacioni sili, elektromagnetni sili, sili na jako vzaemno dejstvo i sili 

na slabo vzaemno dejstvo. 

 

 

 3.1. Izoliran i neizoliran sistem na ~estici 

  

 Sistem na ~estici na koj ne deluvaat nikakvi nadvore{ni pravi sili 

se narekuva izoliran ili zatvoren sistem. 

     ),.....,,.....( 11 NNii vvrrFF 
=              (3) 

 

 Silata ne zavisi eksplicitno od 

vremeto. Za neizoliran sistem, t.e. sistem na 

koj deluvaat i nadvore{ni sili, silata zavisi 

eksplicitno od vremeto. 

 

   ),,...,...( 11
* tvvrrFF nnii


=            (4)  
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 3.2. Osnovna ravenka na dinamikata 

 

 Da ja najdeme ravenkata na dvi`ewe na bilo koja ~estica od nekoj 

sistem vo pole na dadeni sili. Neka vo moment t na i-ta ~estica dejstvuva sila 

od oblik (4), a od druga strana spored definicijata na sila (2) imame 

      iii amF 
=               (5) 

 So kombinacija na (4) i (5) dobivame 

     ),,...,,,...,( 11
* tvvrrFam nniii


=              (6) 

 Ovaa ravenka se narekuva osnovna ravenka na dinamikata i taa go 

izrazuva prirodniot zakon na dvi`ewe. Pritoa treba da se razlikuvaat 

ravenkite (5) i (6), bidej}i prvata ja dava definicijata na silata, a vtorata go 

dava prirodniot zakon na dvi`ewe dobien so kombinacija na definicijata i 

postulatite na silata. 

),,(* trrFam iiiii


=  ),...2,1( ni =  

odnosno 

),,(* trrFrm iiiii


 =  ),...2,1( ni =  

se diferencijalni ravenki na dvi`ewe.  

 Tie pri preod od eden vo drug inercijalen sistem ostanuvaat 

nepromeneti, t.e. se invarijantni vo odnos na Galileevite transformacii. 

 

 3.3. Rabota i efekt (mo}nost) na sila 

 

 Ako nekoja sila deluva na nekoja ~estica 

na izvesen pat, velime deka taa vr{i rabota. Od 

iskustvo e poznato deka rabotata e pogolema 

dokolku e pogolema silata i izminatiot pat pod 

uslov silata da e konstantna i da dejstvuva dol` 

patot. Me|utoa vo op{t slu~aj tie uslovi ne mora 

da bidat ispolneti i zatoa razgleduvame rabota 

na sila na beskone~no mal pat. 
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 Toga{ proizvodot na aktivnata sila i elementarnoto pomestuvawe 

mo`e da se smeta za merka na ovaa rabota i se narekuva elementarna rabota na 

sila F


 pri pomestuvawe za rd  

rdFdrFAdA 
⋅=⋅== αδ cos'  

pri {to so znakot ' ozna~uvame deka ovoj izraz ne mora da bide totalen 

diferencijal.  

 Vkupnata rabota na ovaa sila na patot od 

0M do 1M  }e bide 

∫=
1

0

M

M

rdFA 
 

 Ovaa rabota e prika`ana so krivoliniski 

integral i vo op{t slu~aj zavisi kako od 

prirodata na silata F


 i od po~etnata i krajna 

polo`ba, taka i od oblikot na patot. 

 Ako imame sistem od N ~estici toga{ 

∑
=

=
N

i
i rdFAd

1
1' 

 

a vkupnata rabota nad sistemot e 

∑ ∫
=

=
N

i

M

M
ii

i

i

rdFA
1

1

0


 

 Rabotata na silata izvr{ena vo edinica vreme se narekuva efekt 

(mo}nost) na silata     ∑
∑

=

= =
⋅

=
N

i
ii

N

i
ii

vF
dt

rdF

dt
Ad

1

1' 


 

 

               3.4. Momenti na mehani~ki veli~ini 

  

 Ako voo~ime nekoja vektorska veli~ina 

A


 i nekoja to~ka O t.n. pol i ako so r  go 

ozna~ime vektorot na polo`bata na po~etnata 

to~ka  na  vektorot A


 vo  odnos  na  polot, 
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vektorskiot proizvod A 


×r  se narekuva moment na vektorot A


 vo odnos na 

polot O. 

 Kako najva`en slu~aj da go navedeme moment na sila 

FrM


  )0( ×=  

a intenzitetot e dFFrM ⋅== αsin )0(  

 Drug va`en slu~aj e moment na impuls ili kineti~ki moment 

v m rp  rL 
×=×=)0(  

i e vo tesna vrska so momentot na sila. 

 Za razlika od prvite vektori kako {to se brzinata, silata i dr. koi se 

narekuvaat i polarni vektori, momentot na silata i momentot na impulsot se 

psevdovektori (ili aksijalni vektori), t.e. pri smena na orientacijata na 

koordinatnite oski ne go menuvaat znakot. Toa e ottamu {to momentite na 

ovie veli~ini nemaat odredena prirodna orientacija, tuku taa se odreduva po 

dogovor i zatoa tie se nezavisni od koordinatniot sistem. 

 

 3.5. Konzervativni sili 

 

 Gi razgleduvame sega osnovnite tipovi sili i se pra{uvame pod koi 

uslovi rabotata na silite ne zavisi od oblikot na patot. Podintegralniot 

izraz treba da bide totalen diferencijal od nekoja funkcija na polo`bata na 

site ~estici 

     ∑
=

=
N

i
jjjii zyxdfrdF

1
),,(
             (*) 

pri {to na primer jx  pretstavuva mno`estvo na site apcisi na ~esticite na 

sistemot. Toga{  

∫ −== ),,(),,( 000 jjjjjj zyxfzyxfdfA  

od kade gledame deka rabotata zavisi samo od vrednosta na funkcijata f vo 

po~etnite i krajnite polo`bi na ~esticite na sistemot. Prethodniot uslov 

(*) mo`e da se zapi{e kako 

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
= = = = = = ∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

=++
N

i

N

i

N

i

N

i

N

i

N

i
i

i
i

i
i

i
iiziiyiix dz

z
fdy

y
fdx

x
fdzFdyFdxF

1 1 1 1 1 1
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Bidej}i site koordinati na ~esticite se me|usebno nezavisni gornata 

ednakvost }e bide zadovolena ako 

,
i

ix x
fF

∂
∂

=   ,
i

iy y
fF

∂
∂

=  
i

iz z
fF

∂
∂

=  

 Voveduvaj}i poim na parcijalen gradient 









∂
∂

∂
∂

∂
∂

=
iii

i z
f

y
f

x
ffgrad ,,  

gornite izrazi mo`eme da gi zapi{eme i vo vektorski oblik 

fgradF ii =


  ),....,2,1( Ni =  

pri {to se upotrebuva i oznakata 

i
i r

ffgrad 
∂
∂

=  

 Zna~i, rabotata na silata ne zavisi od oblikot na patot me|u 

po~etnite i krajnite polo`bi na ~esticite ako site sili mo`at da se izrazat 

kako parcijalni gradienti na ista skalarna funkcija. Ovaa skalarna 

funkcija se narekuva funkcija na silata, vakvite sili konzervativni sili, a 

sistemot vo koj deluvaat takvi sili konzervativen sistem. 

 Kriteriumot spored koj mo`e da utvrdime dali razgleduvanata sila e 

konzervativna, mo`eme da go dobieme na toj na~in {to }e utvrdime dali 

izrazot (*) gi zadovoluva uslovite da bide totalen diferencijal. Za slu~aj na 

edna ~estica toj kriterium dobiva prost oblik, bidej}i ako fgradF  =


, 

neposredno sleduva 

0   ≡= fgradrotFrot


 

{to pretstavuva potreben i dovolen uslov silata da bide konzervativna. 

 Ako fV −=  toga{ 

i
ix x

VF
∂
∂

−=  
i

iy y
VF
∂
∂

−=  
i

iz z
VF
∂
∂

−=  

VgradF ii −=


  ),...,2,1( Ni =  

 Vaka vovedenata veli~ina V se narekuva potencijal na sili ili 

potencijalna energija na sistemot. 

 Fizi~kata smisla }e ja dobieme 
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∑
=

−=
N

i
ii dVrdF

1


 

∑ ∫
=

−=
N

i

M

M
ii

i

i

rdFV
1

0


 

i imaj}i predvid deka ii rdF 
−  pretstavuva rabota protiv silata iF


 pri 

pomestuvawe ird  i deka pri poklopuvawe na site polo`bi iM  so 0iM  

potencijalot e ednakov na nula, mo`eme da ka`eme: Vrednosta na 

potencijalot na silite vo nekoja polo`ba na sistemot pretstavuva rabota 

koja treba da se izvr{i protiv site sili za ovoj sistem da premine od po-

lo`ba vo koja potencijalot e nula vo razgleduvanata polo`ba na sistemot. 

Ottuka gledame zo{to potencijalot na silite se narekuva i potencijalna 

energija. 

 Ako namesto po~etni polo`bi 0iM  zememe nekoi drugi polo`bi 0'iM  

toga{ 

∑ ∫∑ ∫ ∑ ∫
== =

−−=−=
N

i

M

M
ii

N

i

M

M

N

i

M

M
iiii

i

i

i

i

i

i

rdFrdFrdFV
11 ' 1 ' 00

0

0

' 
 

a bidej}i prviot ~len e nekoja konstanta 

constVV +='  

 Zna~i potencijalot na sili e opredelen samo do aditivno konstanta 

koja mo`e da ja izbereme taka {to potencijalot da bide ednakov na nula vo 

opredelena polo`ba na sistemot. 

 Vo op{t slu~aj potencijalot mo`e da zavisi i eksplicitno od 

vremeto. Site sili od oblik 

,VgradF ii −=


 ),,,( tzyxVV jjj=  

se narekuvaat potencijalni sili, a vo slu~aj koga potencijalot ne zavisi 

eksplicitno od vremeto, potencijalnite sili se sveduvaat na konzervativni. 

 Ako potencijalot zavisi eksplicitno od vremeto i silite }e zavisat 

eksplicitno od vremeto i toga{ 

 

∑ ∑
= = ∂

∂
+−=−=

N

i

N

i
iiii dt

t
VdVrVdgradrdF

1 1


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od kade so integracija zaklu~uvame deka rabotata na ovie sili, za razlika od 

konzervativnite, zavisi i od oblikot na patot. 

 

 3.6. @iroskopski i disipativni sili 

 

 Osven konzervativnite, va`na uloga imaat u{te dva tipa na sili: 

`iroskopski i disipativni. 

 @iroskopskite sili se takvi sili ~ija rabota na koj bilo pat e 

ednakva na nula, {to e mo`no ako silata zavisi od brzinata i sekoga{ e 

normalna na brzinata. Tipi~en primer e Lorencovata sila za ,0=E


 odnosno 

)  ( BveF


×=  

0)() (' =⋅×=⋅×=⋅= Bv  rderdBverdFAd


 

 Disipativnite sili se takvi sili ~ija rabota na koj bilo pat e 

sekoga{ negativna, {to odgovara na tro{ewe, rasipuvawe (disipacija) na 

mehani~ka energija. Na primer, takva sila e otpornata sila na sredinata 

proporcionalna na brzinata na ~esticata i naso~ena sprotivno od 

dvi`eweto. 

    vkF 
−=  dtkvrdvkrdFAd 2' −=−=⋅=


 

 Vo ovoj slu~aj silata mo`e da se izvede od eden potencijal t.n. Releeva 

disipativna funkcija 

)(
2
1 222 zyxkR  ++=  

 so pomo{ na koj komponentite na silata se 

xk
x
RFx 


−=
∂
∂

−=  yk
y
RFy 


−=
∂
∂

−=  zk
z
RFz 


−=
∂
∂

−=  

 

 3.7. Op{ti zakoni na dinamikata 

 

 Vo mehanikata mo`at da se najdat izvesni op{ti relacii koi 

me|usebno gi povrzuvaat veli~inite karakteristi~ni za dvi`ewe na sistem 

na ~estici kako {to se kineti~kata energija, rabotata, impulsot, moment na 

impulsot, rezultanta sila i dr. 
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 Takvi op{ti relacii koi va`at bez ograni~uvawa se narekuvaat 

op{ti zakoni na dinamikata i gi ima tri: zakon na kineti~kata energija, 

zakon na impulsot i zakon na moment na impulsot. Pod nekoi uslovi od ovie 

relacii mo`at so integracija da se dobijat zakoni za zapazuvawe na 

soodvetnite mehani~ki veli~ini i toa se prvi integrali na dvi`ewe. 

∑ ∑
= =

==
N

i

N

i
iiiii vvmvmT

1 1

2

2
1

2
1 

 

se narekuva kineti~ka energija na sistemot 

∑
=

≡=
N

i
ii rdFAddT

1
' 

 

 

 3.8. Zakon za kineti~ka energija 

 

 Od ovoj zakon pod odredeni uslovi mo`e da se dobie kako prv integral 

zakonot na zapazuvawe na energijata. 

 Ako silite se konzervativni, t.e. 

),,( jjjii zyxVgradF −=


 

∑
=

−==
N

i
ii dVrdFAd

1
' 

 

dVdT −=  

constVT +−=  

constEVT ==+  

 Ako site sili koi deluvaat na sistemot se konzervativni ili 

`iroskopski, vkupnata energija na sistemot, t.e. zbirot na kineti~kata 

energija i potencijalnata energija na konzervativnite sili, e postojana vo 

tekot na vremeto. Ovoj prv integral pretstavuva poznatiot zakon za 

zapazuvawe na mehani~kata energija i toj istovremeno izrazuva i edna va`na 

osobina na konzervativnite sili od kade poteknuva i nivnoto ime. 

 Vo slu~aj na potencijalni sili koga potencijalot zavisi eksplicitno 

od vremeto, zakonot za zapazuvawe na mehani~kata energija ne va`i. Toa e 

razbirlivo bidej}i i silite zavisat eksplicitno od vremeto i 

razgleduvaniot sistem ne e ve}e izoliran i mo`e da razmenuva energija so 

okolinata. 
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 Ako silite ne se voop{to potencijalni, ne mo`e da se zboruva za 

poimot na potencijalna energija, pa ni ovde ne va`i zakonot za zapazuvawe na 

mehani~kata energija. Takov e slu~ajot so disipativnite sili od koi se 

najpoznati silite na triewe. 

∑ ∑
= =

==
N

i

N

i
iii vmpp

1 1


 

∑
=

=
N

i
iF

dt
pd

1


 

 Ova mo`e da se uprosti, ako vo razgleduvaniot sistem na ~estici 

razlikuvame dva vida na sili: vnatre{ni sili koi poteknuvaat od ~esticite 

na samiot sistem i nadvore{ni sili koi poteknuvaat od ~esticite von 

razgleduvaniot sistem. Vnatre{nite sili koi dejstvuvaat me|u koi bilo 

~estici od sistemot dokolku va`i zakonot za akcija i reakcija, vzaemno se 

poni{tuvaat 0=+ jiij FF


 

∑∑
= =

=
N

i

N

j
ijF

1 1
.0


 

∑
=

≡=
N

i
exiFF

dt
pd

1
. 



 - zakon na impulsot 

Ako    ∑
=

=
N

i
i exF

1
0


 

∑
=

==
N

i
ii constvmp

1


 − zakon za zapazuvawe na impulsot 

     ∑ ∑
= =

×==
N

i

N

i
iiii vmrLL

1 1
  

 

∑
=

×=
N

i
ii Fr

dt
Ld

1
  




 

∑
=

×≡=
N

i
i exi FrM

dt
Ld

1
  




 − zakon na moment na impulsot 

Ako    ∑
=

=×
N

i
i exi F r

1
 0


 

          ∑
=

=×=
N

i
ii constvmrL

1
i  

 − zakon za zapazuvawe na momentot na impulsot. 
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4. OGRANI^ENI DVI@EWA 

 

  

 4.1. Vrski i vidovi vrski 

 

 So ogled na prirodata na dvi`eweto, niv mo`eme da gi podelime vo 

dve grupi. Dvi`ewa pri koi polo`bite i brzinite na ~esticite ne se so 

ni{to ograni~eni se narekuvaat slobodni dvi`ewa, a kaj onie kaj koi 

postojat izvesni ograni~uvawa vo pogled na polo`bata i brzinata na 

~esticite se narekuvaat ograni~eni (usloveni, prinudeni) dvi`ewa. Sistemi 

na ~estici koi ne se ograni~eni vo svoeto dvi`ewe se narekuvaat slobodni 

sistemi, a vo sprotiven slu~aj  neslobodni (ograni~eni) sistemi. 

 Na primer, da razgledame ograni~eno dvi`ewe na edna ~estica po 

nekoja povr{ina koja mo`e da se pomestuva so tek na vremeto. Ravenkata neka 

bide 

0),,,( =tZYXf  

 Koordinatite na ~esticata vo sekoj moment mora da ja zadovoluvaat 

ravenkata na ovaa povr{ina, t.e. mora da e 

0),,,( =tzyxf  

 Vrski pretstavuvaat kakvi bilo ograni~uvawa na polo`bata i 

brzinata na ~esticite od sistemot. Tie se realiziraat preku povr{ini, 

osovini i drugi mehanizmi, a analiti~ki se izrazuvaat so nekoi relacii me|u 

koordinatite i brzinite na ~esticite i eventualno vremeto i se narekuvaat 

ravenki na vrski. Se delat na dve grupi: holonomni i neholonomni vrski. 

 Neka imame sistem od N ~estici i da pretpostavime deka postojat k 

vrski me|u koordinatite na ~esticite i vremeto 

0),,,,...,,,( 1111 =tzyxzyxf NNN  

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 

0),,,,...,,,( 111 =tzyxzyxf NNNk  

 

ili pokoncizno 

0),,,( =tzyxf iiij  )..21( k,.,j =  
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 Vakvi vrski koi gi ograni~uvaat samo polo`bite na ~esticite se 

narekuvaat holonomni ili kone~ni vrski, a soodvetnite sistemi holonomni 

sistemi. Poradi ovie k vrski, od vkupniot broj koordinati 3N samo 3N-k se 

nezavisni, a ostanatite k se odredeni so ovie vrski. Poradi toa brojot na ovie 

vrski ne mo`e da bide pogolem od brojot na site koordinati, t.e. mora .3Nk ≤  

Pritoa za sekoj moment t imame odreden oblik na ovie ravenki i nivniot 

oblik vo op{t slu~aj mo`e da se menuva so tek na vremeto, pa vremeto t vo 

ovie vrski igra uloga na parametar. 

 Da pretpostavime deka vrskite sodr`at i vremenski izvodi na 

vektorite na polo`bite i deka ne mo`at so integracija da se svedat na 

holonomni vrski i neka se  na broj 
 

0),,,,,,( =tzyxzyxf iiiiiij   ),...,2,1( =j  

  

 Vakvi vrski koi osven polo`bite gi ograni~uvaat i brzinite na 

~esticite se narekuvaat neholonomni ili diferencijalni vrski, a 

soodvetnite sistemi neholonomni sistemi. 

 Dokolku vrskite ne se menuvaat vo tekot na vremeto, tie ne sodr`at 

eksplicitno vreme i takvi vrski bilo holonomni ili neholonomni se 

narekuvaat stacionarni ili skleronomni vrski. Vrskite {to sodr`at i 

eksplicitno vreme se narekuvaat nestacionarni ili reonomni vrski. Site 

vakvi ograni~uvawa {to se opi{uvaat so ravenki pretstavuvaat t.n. 

zadr`uva~ki vrski, a vo op{t slu~aj ograni~uvawata mo`at da se opi{at i so 

neravenki. 

 

 Primeri 

 

 1)   Vo slu~aj na dvi`ewe na ~estica po 

kru`nica 222 Ryx =+ , no bidej}i 22 yRx −=  }e 

imame eden stepen na sloboda ili vo polarni 

koordinati  Rr =  e ravenka na vrska, a promenliva 

e ϕ. 
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 2) Vo slu~aj na dvojno ramno ni{alo 

imame  4 koordinati,   no so ogled deka 

                       constl =1   constl =2  

}e imame samo dve nezavisni promelivi  1ϕ  i 2ϕ  

 

 

 

  

  4.2. Mo`ni i virtuelni pomestuvawa 

 

 Da pretpostavime dvi`ewe na eden sistem so k holonomni vrski i da 

razgledame takvi elementarni pomestuvawa na ~esticite na ovoj sistem koi 

se vo soglasnost so ovie ograni~uvawa. Takvi elementarni pomestuvawa koi 

se vr{at vo ist beskone~no mal vremenski interval se narekuvaat mo`ni 

pomestuvawa. Site ne mora da se sovpa|aat so vistinskite pomestuvawa, 

me|utoa sekoe vistinsko pomestuvawe sigurno e i mo`no. Neka se 

dtvrd ii


=   dtvrd ii '' 
=  

dve mo`ni pomestuvawa na i-ta ~estica vo ist vremenski interval (t, t + dt). 

Nivnata razlika 

iii rdrdr 
−= 'δ  

se narekuva virtuelno pomestuvawe. 

 Poradi holonomnite vrski ni virtuelnite pomestuvawa ne se 

proizvolni, pa da gi pobarame uslovite koi tie mora da gi zadovoluvaat. Ako 

kone~nite ravenki na dvi`ewe na site ~estici na sistemot 

)(trr ii


=   ),...,2,1( Ni =  

gi vneseme vo ravenkite na vrski, }e dobieme izvesni funkcii )(tF j . Bidej}i 

ravenkite na vrski vo sekoj moment mora da bidat zadovoleni, toga{ 

0)()),(,...,( 1 ≡≡ tFttrrf jNj


 

Ova va`i i za t + dt 

0)( ≡+ dttF j  
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pa 

0)()()( ==−+ tdFtFdttF jjj  

t.e. identi~nostite 0)( ≡tF j  dobieni so vnesuvawe na kone~nite ravenki na 

dvi`ewe vo ravenkite na vrski mo`at da se diferenciraat. 

Zna~i 

( )ttztytxftF iiijj ),(),(),()( ≡  

∑
=

=
∂

∂
+








∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
≡

N

i

j
i

i

j
i

i

j
i

i

j
j dt

t
f

dz
z
f

dy
y
f

dx
x
f

tdF
1

0)(  

ili 

∑
=

=
∂

∂
+⋅

N

i

j
iji dt

t
f

rdfgrad
1

0
             (*) 

 Za drugi mo`ni pomestuvawa vo isto dt 

 

∑
=

=
∂

∂
+⋅

N

i

j
iji dt

t
f

rdfgrad
1

0'   

pa so odzemawe nao|ame 

         ∑
=

=⋅
N

i
iji rfgrad

1
0δ       ),...,2,1( kj =         (**) 

 Toa se baranite uslovi koi mora da gi zadovoluvaat virtuelnite 

pomestuvawa vo slu~aj na holonomni vrski i takvi uslovi ima kolku i 

ravenki na vrski. 

 Ottuka gledame deka me|u 3N komponenti na virtuelnite pomestuvawa 

ir
δ  postojat k vrski pa ima samo 3N-k nezavisni komponenti. 

 Dokolku vrskite se stacionarni, site parcijalni izvodi po vremeto se 

ednakvi na nula pa vo ravenkite (*) otpa|aat krajnite ~lenovi 

∑
=

=⋅
N

i
iji rdfgrad

1
0

 

 So sporedba na ovie ravenki so uslovite (**) gledame deka vo ovoj 

slu~aj mo`nite pomestuvawa ird  gi zadovoluvaat istite uslovi kako i 

virtuelnite i vo taa smisla mo`e da ka`eme deka mo`nite pomestuvawa vo 

slu~aj na stacionarni vrski se ekvivalentni so virtuelnite. 
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 4.3. Sili na reakcija 

 

 Ako na primer edna ~estica se dvi`i po nekoja povr{ina pod dejstvo 

na nekoja sila F


, ~esticite koi go sozdavaat ovoj mehanizam na vrskata mo`at 

na razgleduvanata ~estica da deluvaat so dopolnitelna sila R


 taka {to 

zabrzuvaweto {to go ima ~esticata pri ova ograni~eno dvi`ewe e odredeno 

so vkupnata sila RF


+  

RFam


+=  

 Ovaa dopolnitelna sila R


 se vika sila na reakcija, za razlika od nea 

silata F


 se narekuva aktivna sila, a vkupnata sila RF


+  efektivna sila. 

 Vo op{t slu~aj, pri dvi`ewe na razgleduvaniot sistem na sekoja 

~estica deluva i izvesna sila na reakcija, taka {to }e imame 

iiii RFam


+=  ),...,2,1( Ni =  

 Na toj na~in so voveduvawe na poimot reakcija, ograni~enoto 

dvi`ewe e svedeno na slobodno pa mo`e da ka`eme: Ograni~enoto dvi`ewe na 

sistem ~estici pod vlijanie na aktivni sili isto e kako slobodno dvi`ewe na 

ovoj sistem pod vlijanie na efektivni sili, t.e. aktivni sili i sili na 

reakcija. 

 Silite na reakcija kaj holonomnite i 

zadr`uva~ki vrski mo`at da se podelat vo dve 

grupi. Za taa cel da razgledame dvi`ewe na 

~estici po povr{ina 0),,,( =tzyxf  i neka 

silata na reakcija so koja ovaa povr{ina 

deluva na nea e normalna na povr{inata. 

 Imaj}i predvid deka grad f sekoga{ ima 

pravec na normalata na soodvetnata 

ekviskalarna povr{ina, ovaa sila na reakcija e kolinearna so grad f 

fgradR   λ=


 

 Vo op{t slu~aj, ako imame k holonomni vrski, sekoja vrska mo`e da 

dade sila na reakcija iR


 na i-ta ~estica, koja ima dve komponenti - edna vo 

pravec na ji fgrad , a vtora vo pravec normalen na ji fgrad . 

 



34 
 

 Idealni reakcii se takvi sili na reakcija koi se linearna 

kombinacija na parcijalnite gradienti 

∑
=

=
k

j
jiji fgradR

1
λ


 

so isti koeficienti kλλ ,...1  za site ~estici, koi se narekuvaat mno`iteli na 

vrski. Vrskite koi proizveduvaat takvi sili na reakcija se narekuvaat 

idealni vrski. Silite na reakcija koi ne go zadovoluvaat navedeniot uslov se 

narekuvaat neidealni reakcii, a soodvetnite vrski neidealni vrski. 

 Da ja pobarame elementarnata rabota na idealnite reakcii nad 

mo`nite i virtuelnite pomestuvawa na ~esticite na sistemot. 

∑ ∑ ∑
= = =

=









=

N

i

N

i
i

k

j
jijii rdfgradrdR

1 1 1


λ  

∑ ∑∑
= ==









∂
∂

−=







=

k

j

k

j

i
j

N

i
ijij dt

t
f

rdfgrad
1 11

λλ 
 

t.e. 

∑ ∑
= = ∂

∂
−=

N

i

k

j

j
jii dt

t
f

rdR
1 1

λ
 

 Elementarnata rabota nad drugite mo`ni pomestuvawa ird '  za isto 

vreme dt 

∑ ∑
= = ∂

∂
−=

N

i

k

j

j
jii dt

t
f

rdR
1 1

' λ
 

 So odzemawe dobivme 

∑
=

=
N

i
ii rR

1
0

δ  

 Zna~i, vkupnata elementarna rabota na site idealni reakcii nad bilo 

koi virtuelni pomestuvawa na ~esticite na sistemot sekoga{ e ednakva na 

nula. 

 

 Primeri 

 1) Razgleduvame dvi`ewe na ~estica niz navedena ramnina. Pokraj 

aktivnata sila gmF 
=  na ~estica deluva u{te edna dodatna sila, sila na 
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reakcija R


 koja nastanuva kako reakcija na normalnata komponenta na silata 

F


 i so koja navedenata ramnina deluva na razgleduvanata ~estica. 

 

 Ovaa reakcija e normalna na navedenata ramnina pa spored 

definicijata e idealna reakcija. Taa ne predizvikuva nikakvo dvi`ewe, a 

nejziniot zbir so aktivnata sila ja dava efektivnata sila efF


 koja deluva niz 

navedenata ramnina. Ako ovaa navedena ramnina se dvi`i, da voo~ime dve 

mo`ni pomestuvawa niz navedenata ramnina 'MM  i ''MM . Neka za toa vreme 

navedenata ramnina se pomesti za 'AA , toga{ soodvetnite mo`ni 

pomestuvawa vo odnos na sistemot koj miruva }e bidat rd  i 'dr . Nivnata 

razlika pretstavuva virtuelno pomestuvawe rδ  i toa e paralelno na 

navedenata ramnina, pa e normalno na silata na reakcija. Me|utoa, mo`nite 

pomestuvawa rd  i 'rd  ne se ve}e normalni na silata na reakcija, pa vo ovoj 

slu~aj samo rabotata na silata na reakcija nad virtuelnoto pomestuvawe e 

ednakva na nula 

0=⋅ rR 
δ ,  0≠rdR 

 

 

 2) Silata na triewe e tipi~en primer na neidealni reakcii. Pri 

dvi`ewe na ~estica po rapava povr{ina, najdeno e deka silata na triewe e 

proporcionalno na brzinata na ~esticata i normalnata komponenta na 

idealnata reakcija, ima pravec na brzinata, a naso~ena e sprotivno od 

dvi`eweto na ~esticata 

v
vRkR ntr


−=  
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kade k e t.n. koeficient na triewe. Taa ne e od oblikot spored definicijata, 

a nejzinata rabota e o~igledno razli~na od nula, kako nad mo`nite taka i nad 

virtuelnite pomestuvawa i po pravilo se pretvora vo toplotna energija. 

 Vo slu~aj na ograni~eni dvi`ewa mo`at da se pro{irat porano 

formuliranite op{ti zakoni na dinamikata imaj}i predvid deka ovde imame 

sega efektivni sili RFFef


+= . Site porane{ni izrazi ostanuvaat na snaga 

ako pod silite koi figuriraat vo tie izrazi podrazbirame efektivni sili, a 

od vaka formuliranite op{ti zakoni na dinamikata mo`eme da gi najdeme i 

soodvetnite zakoni na zapazuvawe. 

 Taka zakonot na kineti~ka energija za ograni~eno dvi`ewe }e glasi 

∑ ∑
= =

+=
N

i

N

i
iiii rdRrdFdT

1 1


 

 Za da mo`e da se integrira, treba ne samo prviot ~len tuku i vtoriot 

~len da bide totalen diferencijal ili nula. Toa e slu~aj ako reakciite se 

idealni i site parcijalni izvodi tf i ∂∂ /  se nula. Toga{ 

constEUT =≡+  

 Ako site aktivni sili se konzervativni ili `iroskopski, silite na 

reakcija idealni, a vrskite stacionarni, vkupnata energija se zapazuva. 

 

 

5. DALAMBER - LAGRAN@OV PRINCIP 

 

 

 5.1. Op{ti principi na mehanikata 

 

 Vo dosega{noto razgleduvawe pojdovna osnova ni bea postulatite na 

silata, odnosno ekvivalentnite Wutnovi principi, kako i dopolnitelnite 

uslovi za vrskite i silite na reakcija. Poa|aj}i od niv formuliravme 

diferencijalni ravenki na dvi`ewe so koi vo princip mo`e da se re{i sekoj 

mehani~ki problem. 

 Me|utoa, postoi i drug na~in za dobivawe na ovie ravenki. Taka 

poa|aj}i od op{tata ravenka na dinamikata za ograni~eni dvi`ewa 
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iiii RFrm


 +=  i pretpostavkata za prirodata na aktivnite sili kako i vrskite 

i silite na reakcija, mo`e da se dojde do izvesni op{ti stavovi. Tie obi~no 

se formuliraat vo vid na uslovi koi mora da gi zadovoluva nekoj odreden 

analiti~ki izraz. Ako sega takov op{t stav se postulira kako osnoven 

pojdoven stav, od nego mo`at da se dobijat soodvetnite diferencijalni 

ravenki na dvi`ewe za razgleduvanata klasa na sistemi. Taka definiranite 

op{ti stavovi se narekuvaat op{ti principi na mehanikata. 

 Spored matemati~kata formulacija, t.e. spored prirodata na 

matemati~kiot izraz so pomo{ na koj se formuliraat, ovie principi mo`at 

da se podelat na diferencijalni i integralni. 

 Diferencijalnite principi se karakteriziraat so toa {to 

soodvetniot analiti~ki izraz ima diferencijalen oblik i tie se odnesuvaat 

samo na elementarnite pomestuvawa na sistemot. Tuka spa|aat Dalamber - 

Lagran`oviot, Lagran`oviot princip na mo`ni pomestuvawa, Gausov, 

Hercov, Apelov i drugi. 

 Integralnite principi se formuliraat so nekoj analiti~ki izraz vo 

forma na integral i tie se odnesuvaat na kone~nite pomestuvawa na sistemot 

od negovata po~etna polo`ba vo kone~en interval na vreme. Tie se pomalku 

op{ti od diferencijalnite, no nekoi od niv mo`at da se pro{irat i von 

mehanikata vo taa smisla {to i vo tie oblasti mo`e da se najde nekoj 

integralen izraz koj go zadovoluva istiot uslov. Tuka spa|aat 

Hamiltonoviot, Mapertius-Lagran`oviot, Ojleroviot princip na najmalo 

dejstvo, Jakobieviot, Helmholcoviot i dr. 

 Smislata na ovie principi e slednata. Tie pred sé izrazuvaat izvesni 

op{ti prirodni zakoni na dvi`ewe koi obedinuvaat vo sebe razni spacijalni 

slu~ai: slobodno dvi`ewe, dvi`ewe so potencijalni sili, dvi`ewe so 

holonomni ili neholonomni vrski. Osven toa tie pretstavuvaat orudie so 

pomo{ na koe mo`at da se dobijat razni oblici na diferencijalni ravenki na 

dvi`ewe, na primer od Dalamber-Lagran`oviot princip mo`at da se izvedat 

ravenkite na dvi`ewe so linearni neholonomni vrski ili op{tite ravenki 

na dvi`ewe vo t.n. obop{teni koordinati. Isto taka, nekoi principi imaat 

po{iroko zna~ewe otkolku samo vo mehanikata, kako na primer 

Hamiltonoviot princip koj mo`e da se generalizira taka {to da bide 
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primenliv vo site oblasti na teoriskata fizika, od mehanikata na kontinuum 

do kvantnata teorija na pole. 

 

 

 5.2. Princip na virtuelna rabota 

 

 Ako eden sistem e vo ramnote`a toga{ vkupnata sila {to dejstvuva 

vrz sekoja negova ~estica e nula 

∑ =
i

iF 0


 

pa rabotata nad virtuelnite pomestuvawa isto taka }e bide nula 

 

∑ =⋅
i

ii rF 0
δ  

No iaii RFF


+= )(  pa imame 

∑ ∑ =⋅+⋅
i i

iiiai rRrF 0)(


δδ  

 Nie }e se ograni~ime ponatamu na takvi sistemi vo koi silite na 

reakcija se idealni, t.e. 

∑ =⋅
i

ii rR 0
δ  

Spored toa, ako se ograni~ime na sistem vo ramnote`a bez vrski ili so 

idealni vrski, t.e. takvi koi davaat idealni reakcii, vkupnata rabota na 

aktivnite sili izvr{ena nad bilo kakvi virtuelni pomestuvawa e nula, t.e. 

 

∑ =⋅
i

iai rF 0)(


δ  

Ova e poznato kako princip na virtuelna rabota. 

 

 Ovde koeficientite pred ir
δ  ne se ramni na nula i ir

δ  ne se nezavisni 

tuku se povrzani so ∑ =⋅
i

ij rgradf 0δ . Za da se izedna~at koeficientite na 

nula treba pogore da figuriraat ne ir
δ , tuku virtuelnite pomestuvawa od 

nezavisni koordinati iq . 
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 5.3. Dalamber-Lagran`ov princip 

 

 Principot na virtuelna rabota va`i samo za sistemi vo ramnote`a. 

Da vidime kakov }e bide principot za sistemi vo dvi`ewe. 

 Da razgledame ograni~eno dvi`ewe na ~estica pod dejstvo na aktivna 

sila )(aiF


. Osnovnata ravenka e 

iaiii RFam


+= )(  

ili 

0)()( =−++ iiiai amRF 
 

 Ovaa ravenka mo`e da se interpretira i kako uslov za ramnote`a me|u 

aktivnata sila )(aiF


, silata na reakcija iR


 i izvesna sila iiam 
− . Za ovaa 

posledna sila iiam 
−  ne mo`e da se navede pri~inata da bide vo zaemnodejstvo 

so nekoe telo i zatoa taa se narekuva fiktivna sila na inercija. Zna~i mo`e 

da ka`eme: Ograni~enoto dvi`ewe na nekoja ~estica pod dejstvo na izvesna 

aktivna sila mo`e da se interpretira i kako miruvawe na taa ~estica pri 

ramnote`a na aktivnata sila, silata na reakcija i fiktivnata sila na 

inercija. 

 Za sistem od N ~estici principot na virtuelna rabota }e glasi 

0 )(
1

)( =−∑
=

i

N

i
iiai ramF 
δ  

bidej}i zedovme deka }e razgleduvame sistemi so idealni reakcii za koi 

∑ =⋅
i

ii rR 0
δ . 

 Ova mo`e da se formulira na sledniov na~in: Sekoe vistinsko 

dvi`ewe na sistem od ~estici bez vrski ili so idealni vrski, se vr{i taka 

{to vkupnata rabota na site aktivni sili i fiktivni sili na inercija nad 

bilo koi virtuelni pomestuvawa na ~esticite od sistemot e ramna na nula. 

 Ovoj op{t stav koj e dobien od osnovnata ravenka na dvi`ewe vo 

slu~aj na idealni vrski se narekuva Dalamber-Lagran`ov princip. So nego se 

ovozmo`uva metodite na re{avawe na stati~ki zada~i da se primenat na 

dinami~ki zada~i. Toj e formuliran vo oblik na uslovi koi mora da gi 
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zadovoluva analiti~kiot izraz na levata strana, koj e od diferencijalen 

oblik i zatoa ovoj princip e op{t diferencijalen princip na mehanikata. 

 

 5.4. Lagran`ov princip na mo`ni pomestuvawa 

 

 Vo slu~aj na stati~ka ramnote`a na sistem ~estici Dalamber-

Lagran`oviot princip se uprostuva. Taka, poradi miruvawe na sistemot 

0=iv   0=ia  ),....,2,1( Ni =  

i poradi zemawe na stacionarni vrski, t.e. vo toj slu~aj vrskite ne zavisat 

eksplicitno od vremeto odnosno za takvi slu~ai virtuelnite pomestuvawa se 

ekvivalentni na mo`nite, t.e. ii rdr 
=δ . Toga{ }e imame 

∑
=

=⋅
N

i
ii rdF

1
0

 

 Ako sistemot od ~estici e vo ramnote`a, vkupnata rabota na site 

aktivni sili nad bilo kakvi mo`ni pomestuvawa na sistemot e ednakva na nu-

la. Ova e Lagran`ov princip na mo`ni pomestuvawa koj igra golema uloga vo 

statikata. 

 

  Primer: ramnote`a na lost 

 

 Da zememe lost na koj 

deluvaat dve sili 1F


 i 2F


 koi te`at 

da mu dadat zavrtuvawa okolu 

utvrdena to~ka vo sprotivni nasoki. 

Od polo`ba AB neka lostot se 

na{ol vo polo`ba A'B'. Toga{ od 

Lagran`oviot princip imame 

∑
=

=+=
2

1
2211 0

i
ii rdFrdFrdF 

 

Bidej}i vektorite 2F


 i 2rd  se so sprotivna nasoka, a 1F


 i 1rd  so ista imame 

02211 =− drFdrF  

αdldr 11 =    αdldr 22 =  
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odnosno 

2211 lFlF =  

ili 

2211 lmlm =  

a toa e poznatiot uslov za ramnote`a na lost. Lagran`oviot princip bil 

poznat u{te vo vremeto na Galilej kako "zlatno pravilo" na mehanikata - 

"dobienoto vo silata se kompenzira so izgubenoto na pomestuvaweto, i 

obratno". 

 

 

6. DIFERENCIJALNI RAVENKI  

NA SLOBODNO DVI@EWE 

 

 Da razgledame slobodno dvi`ewe na sistem od N ~estici na koj }e go 

primenime Dalamber-Lagran`oviot princip 

∑
=

=−
N

i
iiii ramF

1
0)( δ

 

Za slobodno dvi`ewe site virtuelni pomestuvawa se nezavisni pome|u sebe, 

pa za gorniot izraz da bide ednakov na nula za koi bilo ir
δ , site koeficienti 

pred niv mora da se nula 

0=− iii amF 
 

ili 

),,( trrFrm iiiii


 =   ),...,2,1( Ni =  

ili eksplicitno 

),,...,,....( 11111 trrrrFrm NN


 =  

- - - - - - - - - - - - - - - - - - 

),,....,,...( 11 trrrrFrm NNNNN


 =  

 Ova se diferencijalni ravenki na dvi`ewe na razgleduvaniot sistem 

i tie se poklopuvaat so diferencijalnite ravenki dobieni od vtoriot 

Wutnov zakon. Tie pretstavuvaat sistem od N simultani obi~ni 
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diferencijalni ravenki od vtor red vo koi nepoznati funkcii se radius-

vektorite ir


, a nezavisna promenliva vremeto t. 

 Soodvetnite skalarni ravenki vo Dekartovi koordinati }e gi 

dobieme so skalarno mno`ewe na vektorskite ravenki so edini~nite vektori 

na koordinatnite oski ji


,  i k


. 

     








=
=
=

),,,,,,(
),,,,,,(
),,,,,,(

tzyxzyxFzm
tzyxzyxFym
tzyxzyxFxm

iiiiiiizii

iiiiiiiyii

iiiiiiixii







  ),...,2,1( Ni =  

 Za slobodno dvi`ewe na edna ~estica diferencijalnata ravenka e 

),,( trrFrm 


 =  

Me|utoa, vo ovoj slu~aj osven ravenkite 

),,,,,,( tzyxzyxFxm x  =  

),,,,,,( tzyxzyxFym y  =  

),,,,,,( tzyxzyxFzm z  =  

mo`at da se koristat i drugi oblici na skalarni diferencijalni ravenki. 

 Taka vo obop{ten koordinaten sistem 

   ><=⋅=







∂
∂

−
∂
∂

ii
iii

eFFeF
q
T

q
T

dt
d

h
m 


,cos1 **

  3,2,1=i  

ili voveduvaj}i 

*2

2
1 mTmvT ==  

}e imame 

    ><=







∂
∂

−
∂
∂

i
iii

eFF
q
T

q
T

dt
d

h



,cos1

   3,2,1=i  

 Toa se diferencijalni ravenki na dvi`ewe na ~estica vo obop{teni 

koordinati. 

 Ako pak vektorskata ravenka ja pomno`ime so edini~nite vektori na 

oskite od prirodniot trieder oo n ,τ  i ob


 na krivata koja pretstavuva 

traektorija na ~esticata }e imame 

><= oFF
dt
dvm τ


,cos  
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><= onFFvm 
,cos

2

ρ
 

><= bFF


,cos0  

 

Toa se t.n. prirodni diferencijalni ravenki na dvi`ewe na ~estica. 

 Da poka`eme kako so re{avawe na diferencijalni ravenki na 

dvi`ewe mo`at da se najdat nivnite integrali koi pretstavuvaat kone~ni 

ravenki na dvi`ewe. Da pojdeme od ravenkite vo skalaren oblik i da 

pretpostavime deka gi znaeme site sili iF


 koi deluvaat na ~esticite od 

sistemot, a isto taka i po~etnite polo`bi i brzini na site ~estici ior  i iov , 

pri {to vrednostite na ovie veli~ini se narekuvaat po~etni uslovi. Osnoven 

problem na dinamikata se sostoi vo slednoto: ako gi znaeme site sili koi 

deluvaat na sistemot i po~etnite uslovi na sistemot, da se opredeli negovoto 

ponatamo{no dvi`ewe. 

 Bidej}i pretpostavivme deka gi znaeme site sili, desnite strani na 

gornite ravenki pretstavuvaat poznati funkcii od navedenite promenlivi. 

Toga{ ovie ravenki pretstavuvaat sistem od 3N simultani obi~ni 

diferencijalni ravenki od vtor red vo koi nepoznati funkcii se 

koordinatite na ~esticite ii yx ,  i iz , a nezavisno promenliva e vremeto t. 

Bidej}i integralot na diferencijalni ravenki od vtor red sodr`i dve 

integracioni konstanti, integralite na gorniot sistem }e sodr`at 6N 

integracioni konstanti, t.e. 

 

     








=
=
=

),....,(
),....,(
),....,(

61

61

61

Nii

Nii

Nii

CCtz
CCty
CCtfx

ψ
ϕ    Ni ,.....2,1=  

  

So diferencirawe na ovie integrali po vremeto }e dobieme 

),....,( 61 Nii CCtfx  =  

),....,( 61 Nii CCty ϕ =  

),....,( 61 Nii CCtz ψ =  

pa vo gornite i ovie izrazi gi vneseme po~etnite uslovi, pa taka za ott =  
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      ),....,( 61 Noiio CCtfx =  

      ),....,( 61 Noiio CCty ϕ=  

      ),....,( 61 Noiio CCtz ψ=   ),....2,1( Ni =  

      ),....,( 61 Noiio CCtfx  =  

      ),....,( 61 Noiio CCty ϕ =  

      ),....,( 61 Noiio CCtz ψ =  

 Vo ovie ravenki nepoznati se samo integracionite konstanti 

NCC 61,..... . Vakvi ravenki ima 6N, kolku i integracioni konstanti, pa so 

algebarsko re{avawe na ovoj sistem dobivame 

),,,,,,(11 ioioioioioioo zyxzyxtCC =  

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 

),,,,,,(66 ioioioioioiooNN zyxzyxtCC =  

 So vnesuvawe na ovie vrednosti vo gornite izrazi dobivame 

      )(txx ii =  

      )(tyy ii =   ),....,2,1( Ni =  

      )(tzz ii =  

 Ovie ravenki pretstavuvaat kone~ni ravenki na dvi`ewe na 

razgleduvaniot sistem vo pravoagolni koordinati, so {to problemot e 

re{en. 

 

 Mehani~ki princip na kauzalnosta 

 

 Gledame deka ako gi znaeme site sili koi dejstvuvaat na ~esticite od 

sistemot i po~etnite uslovi, t.e. po~etnite polo`bi i brzini na site 

~estici, koi ja odreduvaat kinemati~kata sostojba na sistemot vo toj moment, 

mo`at da se najdat kone~nite ravenki na sistemot. Vo matemati~kata analiza 

se poka`uva deka dokolku daden sistem na obi~ni diferencijalni ravenki 

eksplicitno da se re{i po izvodite od najvisok red vo oblik na ednozna~ni 

funkcii, toga{ i re{enijata na toj sistem pod dosta {iroki op{ti uslovi se 

ednozna~ni za sekoe mno`estvo po~etni uslovi za koi ovoj sistem e 

definiran. Bidej}i gorniot sistem diferencijalni ravenki e eksplicitno i 
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ednozna~no re{en po izvodite od najvisok red (od vtor red), negovite 

re{enija }e bidat ednozna~ni pri bilo koi po~etni uslovi. Zna~i, 

diferencijalni ravenki na dvi`ewe potpolno i ednozna~no gi odreduvaat 

polo`bite i brzinite na site ~estici na razgleduvaniot sistem vo koj bilo 

drug moment, porane{en ili podocne{en pod uslov vo celiot razgleduvan in-

terval na vreme da deluvaat isti sili. Pritoa vo klasi~nata mehanika 

premol~eno pretpostavuvame deka vo idealiziran eksperiment sekoga{ 

mo`eme istovremeno precizno da gi odredime polo`bata i brzinata na sekoja 

~estica, {to prestanuva da va`i vo mikrosvetot. Taka mo`eme da ka`eme: 

Silite koi deluvaat na sistemot i kinemati~kata sostojba na sistemot vo 

bilo koj moment potpolno ednozna~no go odreduvaat dvi`eweto na ovoj sistem 

kako vo minatoto taka i vo idninata. 

 Ovoj stav e poznat pod imeto mehani~ki princip na kauzalnost 

(pri~inosta) i na nego se zasnova mehani~kiot determinizam. Takvoto 

sfa}awe na kauzalnosta koe se zasnova na pri~inskata povrzanost na site 

pojavi vo prirodata vrz osnova na zakonite na klasi~nata mehanika, 

ovozmo`ilo na primer ne samo to~no odreduvawe na polo`bata na sekoe telo 

od Son~eviot sistem vo koj bilo moment, tuku i pronao|awe na novi planeti 

(na primer Neptun i Pluton). 

 

 

7. RAVENKI SO MNO@ITELI NA VRSKI 

 

 Da razgledame sistem od N ~estici koj se dvi`i ograni~eno i da go 

primenime Dalamber-Lagran`oviot princip 

     0)(
1

=−∑
=

i

N

i
iii ramF 
δ              (1) 

 Neka ima k holonomni vrski 

     0),,....( =trrf Nij


 ),....,2,1( kj =             (2) 

i toga{ site virtuelni pomestuvawa ne se ve}e proizvolni, tuku mora da gi 

zadovoluvaat uslovite 

     ∑
=

=⋅
N

i
iji rfgrad

1
0δ  ),....,2,1( kj =             (3) 
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koi gi ima kolku i ravenkite na vrski. Poradi toa od 3N komponenti na 

virtuelnite pomestuvawa ixδ , iyδ  i izδ  ima samo 3N-k nezavisni, a ostanatite 

se zavisni od niv. Toga{ vo Dalamber-Lagran`oviot princip (1) ne mo`e da 

gi izedna~ime site koeficienti pred ir
δ  so nula, bidej}i toa e mo`no samo vo 

slu~aj koga site komponenti na virtuelnite pomestuvawa se me|usebno 

nezavisni. 

 Za da se oslobodime od zavisnite komponenti, go mno`ime sekoj uslov 

(3) so eden neodreden mno`itel i linearnite kombinacii na taka dobienite 

ravenki gi sobirame so ravenkata (1). Ovie neodredeni mno`iteli se 

narekuvaat mno`iteli na vrski koi gi ima kolku i ravenki na vrski, odnosno 

zavisni komponenti. Ovie mno`iteli na vrski gi izbirame taka {to site 

koeficienti pred zavisnite komponenti da bidat ednakvi na nula so {to se 

osloboduvame od zavisnite komponenti i taka ovoj problem go sveduvame na 

problem na slobodno dvi`ewe. 

 Taka, sekoj uslov (3) go mno`ime so neodreden mno`itel jλ  i gi 

sobirame taka dobienite ravenki 

     ∑ ∑
= =

=⋅
k

j

N

i
ijij rfgrad

1 1
0δλ              (4) 

Ako go promenime redot na sumirawe vo ovaa ravenka i ja sobereme so (1) 

∑∑ ∑
= = =

=−+⋅
N

i

k

j

N

i
iiiiijij ramFrfgrad

1 1 1
0)(  δδλ  

ili 

     ∑ ∑
= =

=









+−

N

i
i

k

j
jijiii rfgradamF

1 1
0

δλ            (5) 

ili skalarno 

     ∑∑ ∑
= = =

=










∂

∂
+−

N

i
i

k

j i

j
jiii x

x
f

amF
1

3

1 1
0

α
α

α
αα δλ            (6) 

t.e. 

∑ ∑∑∑
=

=











∂


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
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∂

∂
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

∂
∂
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i
i
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j
jiziizi

j i

j
jiyiiyi
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i
jixiix z

z
f
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y
f

amFx
x
famF

1
0λδλδλ
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 Ovaa suma ja razdvojuvame na zbir od sumata na prvite 3N-k ~lenovi so 

nezavisni komponenti '
αδ ix  i sumata od preostanatite k ~lenovi so zavisni 

komponenti ''
αδ ix . Da gi izbereme sega k neodredenite mno`iteli jλ  taka {to 

site koeficienti pred k zavisnite komponenti na virtuelnite pomestuvawa 

bidat ednakvi na nula, so {to otpa|aat poslednite k ~lenovi na levata strana 

na ravenkata (6). Toga{ preostanuvaat samo ~lenovite so nezavisni 

komponenti na virtuelnite pomestuvawa, a za tie da bidat nula, odnosno 

preostanatiot izraz bide nula za bilo koj vrednosti na ovie nezavisni 

komponenti '
αδ ix , site koeficienti pred niv mora da bidat nula. Taka 

zaklu~uvame deka pri takov izbor na mno`itelite jλ  site koeficienti vo (6) 

se ednakvi na nula, pa i site koeficienti vo (5) se ednakvi na nula 

     ∑
=

=+−
k

j
jijiii fgradamF

1
0λ

  ),....,2,1( Ni =  

ili  

     ∑
=

+=
k

j
jijiii fgradFrm

1
λ


  ),....,2,1( Ni =            (7) 

 Ova se narekuvaat ravenki so mno`iteli na vrski ili Lagran`ovi 

ravenki od prv vid. 

 Soodvetni skalarni ravenki se 
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j
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f

Fzm
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Fym
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Fxm

1

1

1

λ

λ

λ







 ),...,2,1( Ni =            (8) 

 

 Toa se diferencijalni ravenki na ograni~eno dvi`ewe so idealni i 

holonomni vrski. 

 Ako ja sporedime ravenkata (7) so osnovnata ravenka za ograni~eno 

dvi`ewe 

iiii RFam


+=  

gledame deka 
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∑
=

=
k

j
jiji fgradR

1
λ


 

so {to poa|aj}i od Dalamber-Lagran`oviot princip go dobivme oblikot na 

idealni reakcii vo slu~aj na idealni holonomni i zadr`uva~ki vrski i {to 

se poklopuva so prethodnata definicija na idealni reakcii.  

 Dvi`ewata na sistem so ograni~uvawa e opredeleno so sistemot 

ravenki (8) i (2). Pritoa mora da bidat odnapred zadadeni aktivnite sili iF


, 

ravenkite na vrski (2) i po~etnite uslovi. Toga{ navedeniot sistem na 

ravenki pretstavuva sistem od 3N+k ravenki vo koj nepoznati se koordinatite 

na ~esticite ii yx  ,  i iz  i site mno`iteli na vrski jλ , a nezavisna promenliva 

e vremeto t. So re{avawe na ovoj sistem ravenki se dobivaat site koordinati 

na ~esticite na sistemot kako funkcii od vremeto i site mno`iteli na 

vrskite. So toa problemot e re{en, bidej}i taka sme gi dobile kone~nite 

ravenki na dvi`ewe na sistemot i silite na reakcija. 

 Ovie ravenki me|utoa imaat i nekoi nepogodni osobini koi ja 

ograni~uvaat nivnata primena. Imeno, ravenkite (7) mo`e da gi proektirame 

samo na oskite na ortogonalni sistemi, site koordinati ne se me|usebno 

nezavisni i silite na reakcija odnapred ne se poznati. Poradi toa imame 

golem broj skalarni ravenki koi go ote`nuvaat re{avaweto na problemot. 

 

 

8. LAGRAN@OVI RAVENKI 

 

 8.1. Metod na obop{teni koordinati 

 

 Dosega, poa|aj}i od definicijata i postulatite na silata ili od 

Dalamber-Lagran`oviot princip, dobivavme sistem diferencijalnite 

ravenki na dvi`ewe od koi sekoja treba da se primeni na po edna ~estica na 

sistemot. Taka gi dobivme ravenkite za slobodno dvi`ewe, kako i za 

ograni~eno dvi`ewe koi mo`eme da gi proektirame na oskite na Dekartoviot 

ili nekoj drug pogoden sistem. Toa e t.n. vektorski metod vo mehanikata 

bidej}i kako pojdovna to~ka slu`i osnovnata ravenka na dinamikata za sekoja 
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~estica vo vektorski oblik. Me|utoa, ovoj metod vo nekoi slu~ai mo`e da 

bide nepogoden za primena. 

 So cel da se otstranat te{kotiite i da se dobie najop{t metod za 

re{avawe na mehani~kite problemi se voveduva metodot na obop{teni 

koordinati koj prvenstveno se bazira na primena na matemati~kata analiza i 

zatoa se narekuva analiti~ki metod. 

 Da razgledame sistem od N ~estici so k holonomni vrski 

),,,( tzyxf iiij   ),....,2,1( kj =  

 Poradi k vrski ima samo 3N-k nezavisni Dekartovi koordinati. Brojot 

n=3N–k koj poka`uva kolku ima nezavisni komponenti na mo`nite 

pomestuvawa se narekuva broj na stepeni na sloboda. 

 Namesto Dekartovite koordinati ii yx ,  i iz  da vovedeme mno`estvo od 

3N veli~ini Nqqq 321 ,.....,  

),......,( 32111 Nqqqxx =  

              - - - - - - - - - - - - - -              (1) 

),......,( 321 NNN qqqzz =  

 

koi isto taka potpolno ja opredeluvaat polo`bata na razgleduvaniot sistem 

i da pretpostavime deka ovie ravenki mo`at da se re{at po Nqq 31 ,.... . Ako (1) 

gi vneseme vo ravenkata na vrski }e dobieme 

     0),,.....,( 321
* =tqqqf Nj       ),....2,1( kj =           (2) 

 Ovie relacii gi povrzuvaat 3N veli~ini iq  vo vid na k relacii, pa gi 

ima n=3N–k nezavisni, a ostanatite se zavisni i da gi ozna~ime 

knnn qqq +++ ,...., 21   )3( Nkn =+ . Da go re{ime sistemot (2) po zavisnite 

promenlivi 

),....,( 2111 tqqqq nnn ++ = ϕ  

- - - - - - - - - - - - - - - - - - 

),....,( 21 tqqqq nknkn ++ = ϕ  

 

pri {to vremeto figurira kako parametar. So vnesuvawe na ovie funkcii vo 

(1) }e gi eliminirame site zavisni veli~ini 
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[ ]),,...(),....,,...(,..... 111111 tqqtqqqqxx nknnnn ++= ϕϕ  

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 

[ ]),,...(),....,,...(,..... 1111 tqqtqqqqzz nknnnnNN ++= ϕϕ  

odnosno 

      ),,.....,( 21
*
11 tqqqxx n=  

       - - - - - - - - - - - - - - -              (3) 

      ),,.....,( 21
* tqqqzz nNN =  

ili vektorski 

     ( )tqqqrr nii ,,....., 21


=   ),....2,1( Ni =            (4) 

 

 Ovie relacii ovozmo`uvaat premin od Dekartovite koordinati kon 

obop{teni i obratno i na toj na~in site ravenki na dinamikata mo`at da se 

izrazat i vo obop{teni koordinati. 

 Gledame deka polo`bata na sekoja ~estici na sistemot vo sekoj moment 

potpolno e opredelena od mno`estvoto na nezavisni veli~ini nqqq ,...., 21  koi 

se narekuvaat obop{teni koordinati na sistemot. Vo op{t slu~aj ako imame 

nekoj sloboden sistem na ~estici ili ograni~en so holonomni vrski, pod 

obop{teni koordinati na sistemot }e podrazbirame kakvo bilo mno`estvo na 

nezavisni veli~ini nqqq ,...., 21  koi pri dadeni uslovi potpolno i ednozna~no 

ja odreduvaat polo`bata na razgleduvaniot sistem. Pritoa tie ja odreduvaat 

polo`bata na sistemot kako celina, pa obop{tenite koordinati voop{to ne 

se odnesuvaat na poedine~nite ~estici na sistemot. Tie veli~ini mora da ja 

odreduvaat polo`bata na sistemot pri dadenite holonomni vrski, pa so 

samiot izbor na obop{tenite koordinati ravenkite na vrski vo pravoagolni 

koordinati se identi~ki zadovoleni. Vremeto vo (3) poteknuva od ravenkata 

na vrski, pa vo slu~aj na nestacionarni vrski relaciite me|u Dekartovite i 

obop{tenite koordinati go sodr`at eksplicitno i vremeto. Od druga strana, 

vo Dalamber-Lagran`oviot princip ne figuriraat idealnite reakcii, a 

poradi nezavisnosta na obop{tenite koordinati ne se potrebni nikakvi 

dopolnitelni uslovi, kako {to imavme kaj metodot so mno`iteli na vrski, pa 

silite na reakcija ni dopolnitelno ne vleguvaat vo smetaweto. Spored toa, vo 
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metodot na obop{teni koordinati ne figuriraat eksplicitno ni ravenkite 

na vrski ni idealnite reakcii. 

 Obop{tenite koordinati mo`at da se vovedat na navedeniot na~in 

samo vo odnos na holonomnite vrski. 

 Posebnoto zna~ewe na metodot na obop{teni koordinati za fizikata 

le`i vo toa {to toj osven vo mehanikata na sistemi mo`e da se primenuva vo 

pro{irena smisla vo razni granki na teoriskata fizika: mehanika na 

kontinuum, elektrodinamika, teorija na relativnost, kvantna mehanika i 

kvantna teorija na pole. Taka ovoj metod na kogo se baziraat Lagran`oviot i 

Hamiltonoviot formalizam, pretstavuva eden op{t metod na teoriskata 

fizika bez koj ne mo`e ni da se formulira sovremenata kvantna mehanika. 

 

 8.2. Lagran`ovi ravenki 
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kade e vovedeno 

jjj dqqdq −= 'δ  

t.e. varijacija na obop{tena koordinata ili virtuelna promena na obop{tena 
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se narekuvaat obop{teni sili. 

 Na sekoja obop{tena koordinata i odgovara edna obop{tena sila, no 

bidej}i jqδ  ne mora da imaat dimenzii na dol`ina, ni obop{tenite sili ne 
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 Vnesuvaj}i gi ovie izrazi za virtuelnite raboti vo Dalamber-

Lagran`oviot princip }e imame 
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 Toa e Dalamber-Lagran`oviot princip vo obop{teni koordinati. 

Ako vrskite se holonomni, obop{tenite koordinati kako i nivnite 

varijacii }e bidat me|usebno nezavisni, a za gorniot izraz za koi bilo 

vrednosti jqδ  da bide identi~ki ramen na nula, site koeficienti pred niv 

treba da bidat ednakvi na nula 
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 Ova se Lagran`ovi ravenki koi za razlika od Lagran`ovite ravenki 

od prv vid (ravenki so mno`iteli na vrski) se narekuvaat Lagran`ovi 

ravenki od vtor vid. Toa se baranite diferencijalni ravenki na dvi`ewe vo 

obop{teni koordinati koi va`at kako za ograni~eno, taka i za slobodno 

dvi`ewe. 
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ili ako definirame nova funkcija 
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nare~ena Lagran`ova funkcija ili lagran`ijan, }e imame 
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 Za site slu~ai, osven ako posebno ne se napomene, pod Lagran`ovi 

ravenki }e se podrazbiraat ravenki od ovoj oblik. 

 Lagran`ovite ravenki se diferencijalni ravenki vo obop{teni 
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kade se vovedeni koeficienti 
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 Ravenkata (11) ja izrazuva kineti~kata energija vo obop{teni 

koordinati. Gledame deka taa e kvadratna funkcija od obop{tenite brzini 

jq . Vo slu~aj na stacionarni vrski, t.e. 0=
∂
∂

t
ri


, otpa|aat vtoriot i tretiot 

~len vo (11) i toga{ kineti~kata energija e homogena kvadratna funkcija od 

obop{tenite brzini. 

 Vo op{t slu~aj Lagran`ovite ravenki (9) vo ekspliciten oblik se 
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kade koeficientite se funkcii od obop{tenite koordinati i vremeto. 

 Zna~i, Lagran`ovite ravenki pretstavuvaat sistem od simultani 

obi~ni diferencijalni ravenki od vtor red, linearni po jq , vo koi 

nepoznati funkcii se site obop{teni koordinati na sistemot jq  

),....,2,1( nj = , a nezavisno promenliva e vremeto t, pri {to brojot na ovie 

ravenki e ednakov na brojot na stepeni na sloboda. 

 Se poka`uva deka vo klasi~nata mehanika determinantata 0≠jka , pa 

gorniot sistem ravenki sekoga{ mo`e da se re{i po izvodite od najvisok red 

jq , pa so preo|aweto na obop{teni koordinati ne e naru{en principot na 

kauzalnost. 

 Pri primena na Lagran`ovite ravenki treba da se postapuva na 

sledniot na~in: Prvo treba da se opredeli brojot na stepeni na sloboda i da 

se izberat najpogodnite obop{teni koordinati na sistemot spored prirodata 

na problemot. Potoa mora da se najdat kineti~kata energija i obop{tenite 

sili odnosno potencijalnata energija kako funkcii od obop{tenite 

koordinati, obop{tenite brzini i eventualno vremeto. Se postavuvaat 

ravenkite i so nivno re{avawe zemaj}i gi predvid po~etnite uslovi, se 

dobivaat obop{teni koordinati na sistemot kako funkcii od vremeto, a toa 

se kone~ni ravenki na dvi`ewe na razgleduvaniot sistem. 

 Spored toa, Lagran`oviot metod ima golemi prednosti: toj va`i za 

koi bilo obopo{teni koordinati, site obop{teni koordinati se me|usebno 
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nezavisni i ne e potrebno da se znaat silite na reakcija, a kako posledica na 

ovie osobini brojot na Lagran`ovite ravenki pretstavuva najmal mo`en broj 

na diferencijalni ravenki na dvi`ewe. 

 Na kraj, da navedeme deka od Lagran`ovite ravenki (10) vo izvesni 

slu~ai mo`at neposredno da se dobijat prvi integrali. Imeno ako 

Lagran`ovata funkcija ne zavisi od edna ili pove}e obop{teni koordinati 
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takvi koordinati jq  se narekuvaat cikli~ni, a Lagran`ovite ravenki davaat 
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dt
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od kade so integracija se dobiva 
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  ),.....2,1( =j          (13) 

 Zna~i, na sekoja cikli~na koordinata, t.e. koordinata koja ne vleguva 

eksplicitno vo Lagran`avata funkcija,  ñ odgovara eden prv integral od 

oblikot (13). 

 

 

9. OBOP[TEN POTENCIJAL I 

RELEEVA DISIPATIVNA FUNKCIJA 

 

 Lagran`ovite ravenki 
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va`at za poliwa na konzervativni sili vo koi potencijalot e funkcija samo 

od koordinatite. Me|utoa, edna golema klasa na sili vo fizikata ne zavisat 

od radius-vektorite, tuku od brzinite. Takvi se silite na triewe za koi 

zemame deka se proporcionalni na brzinata, a vo elektrodinamikata 

Lorencovata sila 



57 
 

)  ( BvEeF


×+=  

 I za ovoj vid na sili se poka`uva deka mo`at da se izvedat ravenki na 

dvi`ewe po forma sli~ni na (1), duri i ako sistemot ne e konzervativen, pod 

uslov obop{tenite sili  ∑
= ∂

∂
=

N

i j

i
ij q

r
FQ

1


  da mo`at da bidat dobieni od edna 

funkcija ),( jj qqUU =  spored izrazot 

     
jj

j q
U

dt
d

q
UQ

∂
∂

+
∂
∂

−=               (2) 

Toga{ 

     j
jj

Q
q
T

q
T

dt
d

=
∂
∂

−
∂
∂


  ⇒ 

     0)()(
=

∂
−∂

−
∂
−∂

jj q
UT

q
UT

dt
d


             (3) 

kade UTL −=* , *L  - obop{ten lagran`ijan. 

 U se narekuva obop{ten potencijal ili potencijal zavisen od brzina-

ta. Kaj konzervativnite sistemi obop{teniot potencijal e )( jqUU = odnosno 
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Bidej}i vo mehanikata razgleduvame samo slu~ai na sili koi ne zavisat od 
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od kade se zaklu~uva deka obop{teniot potencijal zavisi linearno od 
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kade jα  i 1U  se izvesni funkcii od obop{teni koordinati i vremeto. 

 Da go razgledame podetalno slu~ajot na Lorencova sila. Imaj}i 

predvid deka 

ArotB


 =  

t
AVgradE
∂
∂

−−=



  

kade A


 – vektorski potencijal zavisen od koordinatite i vremeto, V –

skalaren potencijal zavisen od koordinatite i vremeto,  xq = , xvq x  ==  

Zna~i 









×+

∂
∂

−−= Arotv
t
AVgradeF





     

   =































∂
∂

−
∂
∂

−







∂
∂

−
∂

∂
+

∂
∂

−
∂
∂

−=
x

A
z

A
v

y
A

x
A

v
t

A
x
VeF zx

z
xy

y
x

x  

 

=








∂
∂

−
∂
∂

−
∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

−
∂
∂

−=
x

A
v

z
A

v
y

A
v

x
A

v
x

Av
x

A
v

t
A

x
Ve x

x
x

z
x

y
x

x
z

z
y

y
x  

=








∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

−
∂
∂

−
∂
∂

−
∂
∂

−=
x

Av
x

A
v

x
A

vv
z

A
v

y
A

v
x

A
t

A
x
Ve z

z
y

y
x

xz
x

y
x

x
xx  

[ ]




















∂
∂

−⋅−
∂
∂

−=








∂
∂

+−
∂
∂

−= )()()( Av
Vdt

dAvV
x

eAv
xdt

dA
x
Ve

x

x


 

bidej}i 

xzzyyxx
xx

x AAvAvAv
v

Av
v

A =++
∂
∂

=
∂
∂

= )()(

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kade AveeVU


⋅−=   e obop{ten potencijal, a Lagran`ovata funkcija e 

AveeVTL


⋅+−=  *  

 Ponatamu da zabele`ime deka voop{to obop{tenite sili mo`e da gi 

razdvoime na potencijalen i nepotencijalen del i toga{ Lagran`ovite 

ravenki se 

      *
j

jj
Q

q
L

q
L

dt
d

=
∂
∂

−
∂
∂


  ),....,2,1( nj =  

pri {to vo Lagran`ovata funkcija se vklu~eni potencijalnite sili, a *
jQ  se 

sili koi ne mo`at da se izvedat od nekoj potencijal. Takva situacija imame vo 

slu~aj na sistemi so sili na triewe. 

 Razgleduvaj}i takvi sili na triewe koi zavisat linearno od brzinata, 

toga{ za x-komponentata }e imame 

ixxix vkF −=  

Vakvi sili na triewe mo`at da bidat prika`ani so pomo{ na funkcija R 

poznata kako Releeva disipativna funkcija definirana so 

∑ ∑=++=
i i

iizziyyixx RvkvkvkR )(
2
1 222  

 Lesno mo`e da se vidi deka 

ix
ix v

RF
∂
∂

−=  

ili celata sila na triewe 

RgradF
ivi 


−=  

 Fizi~koto zna~ewe na disipativnata funkcija e slednoto. Rabotata 

izvr{ena protiv silata na triewe e 

( ) dtRdtvkvkvkdtvFrdFdA izziyyixxiiiii i
222 2=++=−=−=


 

dt
dE

dt
dA

R i ==i2  

Zna~i veli~inata R2  ja izrazuva brzinata na disipacija (rasturawe) na 

energijata poradi trieweto. 

 Obop{tenite sili obusloveni od silite na triewe }e bidat 
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No 
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Spored toa, Lagran`ovite ravenki vo prisustvo na sila na triewe se 
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jjj q
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dt
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
 

i za da gi dobieme ravenkite na dvi`ewe treba da bidat poznati L i R. 

 

 

10. ZAKON ZA ZAPAZUVAWE NA ENERGIJATA 

 

 Da gi ispitame zakonite za zapazuvawe vo inercijalni sistemi i da gi 

povrzeme so osnovnite svojstva na prostorot i vremeto. Inercijalnite 

sistemi se karakteriziraat so toa {to prostorot vo odnos na niv e homogen i 

izotropen, a vremeto homogeno. Od ovie svojstva izveden e i mehani~kiot 

princip na inercija i tie le`at vo osnovite na zakonite na mehanikata i 

teorijata na pole. Da poka`eme deka od niv se dobivaat i zakonite za 

zapazuvawe, taka {to od homogenosta na vremeto proizleguva zapazuvaweto na 

energijata, od homogenosta na prostorot - zapazuvawe na impulsot, a od 

izotropnosta na prostorot - zapazuvawe na momentot na impulsot. 

 ]e pretpostavime, pritoa, deka dvi`eweto na sistemot se vr{i bez 

vrski ili so idealni holonomni vrski. 

 ]e gi napi{eme Lagran`ovite ravenki 

                j
jj

Q
q
T

q
T

dt
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∂
∂


  ),....,2,1( nj =  

vo popogoden oblik, razlo`uvaj}i ja obop{tenata sila jQ  na potencijalna i 

nepotencijalna. 

                                                 *
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     ),....,2,1( nj =            (1) 
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  Da ja razgledame osobinata na homogenost na vremeto koja va`i 

samo vo inercijalni sistemi i koja se sostoi vo toa {to zakonite na dvi`ewe 

na izolirani sistemi ne smeat da zavisat od izborot na po~etokot na smetawe 

na vremeto. So toa, ako izvr{ime transformacija 

       tttt δ+=→ '               (2) 

Lagran`ovata funkcija pritoa mora da ostane nepromeneta, toa mora da go 

zadovoluva uslovot 

         0=
∂
∂

≡∗ t
t
LL δδ               (3) 

pri {to so yvezda ozna~uvame deka se raboti za drug tip na varijacija {to se 

sveduva na 

                  0=
∂
∂

t
L

.              (4) 

 Toa zna~i deka Lagran`ovata funkcija ne smee eksplicitno da zavisi 

od vremeto: ),( jj qqLL =  pa imame 
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 Zamenuvaj}i ja ovde jqL ∂∂ /  od Lagran`ovata ravenka (1) dobivame 
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odnosno 
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 Ako silite se samo potencijalni )0( * =jQ , veli~inata vo zagradata, 

koja }e ja ozna~ime so H, e konstantna so tek na vremeto 
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 Spored toa, od homogenosta na vremeto vo inercijalnite sistemi na 

referencija, t.e. od baraweto pri translacija na vremeto Lagran`ovata 

funkcija da ostane nepromeneta, proizleguva deka ∑ −
∂
∂

= Lq
q
LH j

j



 pri dej-

stvo na potencijalni sili ostanuva postojana vo tekot na vremeto, pa 

pretstavuva eden integral na dvi`ewe. 

 Za da ja vidime smislata na ovaa veli~ina, da pretpostavime deka 

kineti~kata energija na sistemot e homogena kvadratna funkcija od 

obop{tenite brzini, {to odgovara na slu~aj koga dvi`eweto e slobodno ili 

so stacionarni vrski. Taka 
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 Ako pretpostavime deka silite se u{te i konzervativni, t.e. 

potencijalot e funkcija samo od obop{teni koordinati toga{ 
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pa veli~inata (7) dobiva oblik 
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a toa e vkupnata energija na sistemot 

         ∑
=

=≡+=−
∂
∂

=
n

j
j

j
constEVTLq

q
LH

1



            (9) 



63 
 

 Zna~i, ako dvi`eweto na sistemot e slobodno ili so idealni i 

stacionarni vrski i ako site sili se konzervativni, veli~inata H 

pretstavuva vkupna energija na sistemot koja se zapazuva, a kako posledica na 

homogenosta na vremeto sledi zakonot za zapazuvawe na mehani~kata energija. 

 

 

11. OSNOVNI POIMI OD VARIJACIONO SMETAWE 

 

 Da razgledame sistem od N ~estici bez vrski ili so idealni vrski i 

potencijalni sili i neka ovoj sistem ima n stepeni na sloboda. Polo`bata na 

ovoj sistem mo`e da se odredi so pomo{ na obop{tenite koordinati 

nqqq ,...., 21 . 

 Da voo~ime koja bilo i-ta ~estica 

i neka taa vo 0tt =  se nao|a vo polo`ba 

0iM , a vo 1tt =  vo polo`ba 1iM . 

Vistinskata pateka e ozna~ena so polna 

linija. Ako taka postapime so sekoja 

~estica na sistemot, pri {to na sekoja 

~estica ñ odgovaraat izvesni to~ki 0iM  

i 1iM , mno`estvoto na site ovie 

vistinski pateki na ~esticite na sistemot vo intervalot ),( 10 tt  se narekuva 

prav (vistinski) pat na sistemot. 

 Da zamislime sega naporedno so vistinskoto dvi`ewe na voo~enata i-

ta ~estica i edno drugo zaobikoleno dvi`ewe koe gi zadovoluva slednite 

uslovi: 1) se vr{i za isto vreme od 0t  do 1t , 2) se vr{i me|u isti to~ki 0iM  i 

1iM , 3) vo soglasnost e so vrskite i 4) mnogu malku otstapuva od vistinskoto 

dvi`ewe. Takva edna pateka na i-ta ~estica ozna~ena e na slikata so 

isprekinata linija, a takvi pateki ima beskone~no mnogu. Ako taka 

postapime so sekoja ~estica od sistemot, sekoe takvo mno`estvo na taka 

zamislena pateka na ~esticite na sistemot se narekuva zaobikolen (okolen) 

pat na sistemot. 
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 Da ja prika`eme i geometriskata interpretacija na ovie poimi. Za 

taa cel voveduvame n-dimenzionalen Evklidov prostor koj pretstavuva 

neposredna generalizacija na tridimenzionalniot Evklidov prostor i kako 

to~ka vo toj prostor da go smetame sekoe podredeno mno`estvo 

),....,( 21 nqqqP =  

a metri~kata forma, t.e. kvadratot na rastojanie na dve beskone~no bliski 

to~ki da go definirame so relacijata 

∑
=

=
n

j
jdqds

1

22  

 Taka definiran n-dimenzionalen prostor se narekuva 

konfiguracionen prostor i na toj na~in polo`bata na sistemot ~estici se 

pretstavuva so edna edinstvena to~ka vo konfiguracioniot prostor, ~ij broj 

na dimenzii e ednakov na brojot na stepeni na sloboda. 

 Neka polo`bata na na{iot sistem 

vo moment 0t  e pretstavena so to~ka 0P  vo 

konfiguracioniot prostor, a polo`bata 

na sistemot vo momentot 1t  so to~ka 1P  i 

neka praviot pat e prika`an so polna 

linija me|u to~kite 0P  i 1P . Toga{ site 

ostanati bliski pateki vo ovoj prostor koi gi spojuvaat to~kite 0P  i 1P  

pretstavuvaat zaobikolni pati{ta na sistemot. 

 Neka se kone~nite ravenki na dvi`ewe na sistemot po praviot pat 

dadeni so sistemot ravenki 

      )(tqq jj =   ),....,2,1( nj =  

a po nekoj fiksiran (daden) zaobikolen pat 

      )(tqq jj =   ),....,2,1 nj =  

kade so crta ozna~uvame deka se raboti za drug oblik na funkcija. Da voo~ime 

sega dve polo`bi na sistemot, edna na praviot pat a druga na zaobikolniot 

pat i toa vo ist moment t, pretstaveni so to~ki )(tP  i )(tP  vo 

konfiguracioniot prostor. Razlikite na soodvetnite obop{teni koordinati 

      )()( tqtqq jjj −=δ              (1) 
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pod uslov )(tqq jj <<δ  pretstavuvaat promeni na obop{tenite koordinati 

koga od polo`bata P }e se pomestime vo polo`ba P . 

 Da zamislime sega mo`ni pomestuvawa na sistemot od nekoja mnogu 

bliska polo`ba 'P  na praviot pat na sistemot, koja odgovara na momentot t-dt, 

vo polo`ba P odnosno P  i neka se soodvetnite promeni na obop{tenite 

koordinati jdq  odnosno jqd ' . Toga{ nivnite razliki jj dqqd −'  pretstavuvaat 

promeni na obop{teni koordinati koga od polo`ba P se pomestime vo 

polo`ba P  a toa se veli~inite jqδ  

jjj dqqdq −= 'δ  

 Odovde gledame deka veli~inite (1) se specijalen slu~aj na varijacii 

na obop{tenite koordinati definirani porano, vo taa smisla {to ovde edno 

od mo`nite pomestuvawa na sistemot se poklopuvaat so vistinskoto, pa zatoa 

i upotrebivme isti oznaki. Vaka definiranite veli~ini (1) isto taka se 

narekuvaat varijacii na obop{tenite koordinati i tie mo`e da se smetaat 

kako merka na otstapuvawe na zaobikolniot od praviot, koja e izrazena so 

promena na oblikot na funkcijata )(tq j  koga od praviot pat se premine na 

zaobikolniot. 

 Obop{tuvaj}i go ovoj poim, mo`e da se definira varijacija na bilo 

koja mehani~ka veli~ina A na sledniot na~in. Neka e A(t) vrednost na ovaa 

veli~ina na praviot pat, a )(tA  vrednost na taa veli~ina na zaobikolniot pat 

vo ist moment t. Toga{ nivnata razlika 

)()( tAtAA −=δ  

se narekuva varijacija na veli~inata A i taa isto taka pretstavuva izvesna 

merka za otstapuvawe na zaobikolniot pat od praviot pat. 

 Bidej}i polo`bite na sistemot pri praviot i zaobikolniot pat vo 

momentite 0t  i 1t  se poklopuvaat, site varijacii na obop{tenite koordinati 

vo momentite 0t  i 1t  }e bidat ednakvi na nula 

 

0)( 0 =tq jδ   0)( 1 =tq jδ  
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 Vo bilo koj drug moment tie vo op{t slu~aj se razli~ni od nula. Da 

voo~ime bilo koja j-ta obop{tena koordinata i da gi prika`eme grafi~ki 

funkciite )(tq j  i )(tq j . 

 Spored definicijata 

prika`ana e smislata na 

varijacijata jqδ  za bilo koe 

vreme t, a naporedno so toa i 

smislata na diferencijalot jdq

. Od tuka se gleda deka 

varijacijata na obop{tenata 

koordinata jqδ  pretstavuva 

nejzin prirast koga vo odreden 

moment t prejdeme od praviot 

pat na zaobikolniot {to odgovara na promena na oblikot na funkcijata )(tq j , 

dodeka nejziniot diferencijal jdq  pretstavuva nejzin prirast koga po 

dol`ina na praviot pat se pomestime vo vremeto od t do t + dt. 

 Od izlo`enoto se gleda deka operacijata na varirawe se odnesuva na 

promena na oblikot na funkcijata vo odreden moment, a operacijata na 

diferencirawe na promena na vrednosta na funkcijata so tek na vremeto. 

Poradi toa, tie dve operacii se nezavisni me|usebno, pa mo`e da se promeni 

nivniot redosled 

j
j q

dt
d

dt
dq

δδ =  

 

t.e. varijacijata na vremenskiot izvod e ednakva na vremenskiot izvod na 

varijacijata na obop{tenata koordinata. 

 Isto taka nezavisni se i operaciite na varirawe i integrirawe po 

vremeto 

∫ ∫=
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0

1

0

t

t

t

t
jj dtqdtq δδ  
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11. HAMILTONOV PRINCIP NA NAJMALO DEJSTVO 

 

 Hamiltonoviot princip e integralen princip za razlika od 

diferencijalnite principi {to gi razgledavme dosega. Za da go dobieme }e 

bide potrebno da go preuredime Dalamber-Lagran`oviot princip 
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 ]e se ograni~ime na slu~aj na potencijalni sili.  
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Vδ  - varijacija na potencijalot. 
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 Ako seto ova go zamenime vo Dalamber-Lagran`oviot princip 
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j j
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∂
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 Vo ovaa forma napi{an Dalamber-Lagran`oviot princip e poznat 

pod imeto centralna Lagran`ova ravenka. 

 Ako ovaa ravenka ja integrirame nad vremenskiot interval ),( 10 tt  
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
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∂
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t
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Ldtq
q
T δδ
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 Imaj}i predvid deka jqδ  vo momentite 0t  i 1t  se nula, toga{ i levata 

strana od ravenkata e nula, pa 

∫ =
1

0

0 
t

t

dtLδ  

 Integralot ∫=
1

0

),,(
t

t
jj dttqqLW   e poznat kako Hamiltonovo dejstvo, pa 

taka }e imame 

∫ =≡
1

0

0),,(
t

t
jj dttqqLW δδ  

 Spored toa, vistinskoto dvi`ewe na sistem od ~estici bez vrski ili 

so idealni holonomni vrski i potencijalni sili se vr{i taka {to 

Hamiltonovoto dejstvo W po dol`ina na praviot pat ima ekstremalna 

(poto~no stacionarna) vrednost vo odnos na vrednostite na dejstvoto po 

dol`ina na site zaobikolni pati{ta. 

 Ovoj op{t stav, koj go karakterizira vistinskoto dvi`ewe na 

sistemot, se narekuva Hamiltonov princip ili Hamiltonov princip na 

najmalo dejstvo i pretstavuva eden od najva`nite principi na mehanikata. Toj 

e formuliran vo vid na uslov koj mora da go zadovoluva dejstvoto, i toj uslov 

ima integralen oblik i poradi toa ovoj princip pretstavuva op{t integralen 

princip na mehanikata. Pritoa, mo`e da se poka`e, so analiza na vtorata 
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varijacija na dejstvoto W2δ , deka ovoj uslov na stacionarnost za dovolno mal 

vremenski interval ),( 10 tt  sekoga{ se sveduva na minimum dejstvo. 

 Da postavime sega obratna zada~a: od site funkcii )ƒ(tq j =  koi gi 

zadovoluvaat uslovite 0)( 0 =tq jδ  i 0)( 1 =tq jδ  da se najdat onie za koi 

Hamiltonovoto dejstvo e stacionarno, t.e. za koi e 0=Wδ . Taka }e imame 

∫∫ ==
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1

0

),,(),,(
t

t
jj

t

t
jj dttqqLdttqqLW  δδδ  

pa potoa varijacijata Lδ  }e se napi{e formalno po praviloto za totalen 

diferencijal, zamenuvaj}i gi diferencijalite so varijacii i stavaj}i 0=tδ  

bidej}i vremeto spored definicijata za varijacija ne se varira 

dtq
q
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 Za da se oslobodime od varijaciite na obop{tenite brzini koi ne se 

nezavisni od varijaciite jqδ , go transformirame sekoj integral vo vtorata 

suma so parcijalna integracija 
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Spored toa 
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 Za da bide nula ovoj izraz za koi bilo vrednosti na jqδ , poradi neza-

visnosta na varijaciite jqδ , mora site koeficienti pred niv da bidat 

ednakvi na nula 

      0=
∂
∂

−
∂
∂

jj q
L

q
L

dt
d


  ),....,2,1( nj =  

Zna~i, Hamiltonoviot princip i Lagran`ovite ravenki se me|usebno 

ekvivalentni, t.e. Lagran`ovite ravenki gi odreduvaat to~no onie funkcii 
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)(tq j  za koi Hamiltonovoto dejstvo pri dovolno mal vremenski interval 

),( 10 tt  ima minimalna vrednost. 

 Hamiltonoviot integralen princip, kako tipi~en pretstavnik na 

varijacionite principi, gi poka`uva prednostite na varijacionata 

koncepcija. 

 Pred sî, toj vo kompaktna forma ja sodr`i vo sebe seta mehanika na 

sistemi so potencijalni sili i vo nego figuriraat samo takvi veli~ini koi 

ne se vrzani za poseben sistem na koordinati. Poradi toa, ovoj princip e 

invarijanten vo odnos na kakva bilo transformacija na obop{tenite 

koordinati. 

 Vtora va`na karakteristika na ovoj princip se sostoi vo toa {to toj 

mo`e da se pro{iri i na sistemi koi ne se od ~isto mehani~ka priroda, kako 

na primer elasti~nite sredini, elektromagnetnite poliwa na elementarnite 

~estici. Pritoa ovoj princip  se formulira na sledniot na~in: ako se 

poznati ravenkite na razgleduvaniot sistem, kako na primer Maksvelovite 

ravenki na elektromagnetnoto pole, se postavuva pra{awe dali tie ravenki 

mo`at da se sfatat kako varijacioni Ojler-Lagran`ovi ravenki, koi 

izrazuvaat stacionarnost na nekoj integral. Ako e toa mo`no, toa e soodveten 

Hamiltonov princip i taka sfaten princip mo`e da se primenuva vo razni 

granki na teoriskata fizika: vo mehanikata na kontinuum, termodinamika, 

elektrodinamika, teorija na relativnost, kvantna mehanika i kvantna teorija 

na pole. Na toj na~in, Hamiltonoviot princip mo`e da se smeta za eden op{t 

princip na teoriskata fizika, koj gi obedinuva raznite nejzini granki vo 

edna edinstvena celina. 

 

 

 

12. OBOP[TENI IMPULSI 

 

 Da razgledame sistem od N ~estici so n stepeni na sloboda bez vrski 

ili so idealni holonomni vrski i so potencijalni sili. Vidovme deka vo toj 

slu~aj najpogodni diferencijalni ravenki na dvi`ewe se Lagran`ovite 

ravenki. 
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     0=
∂
∂

−
∂
∂

jj q
L

q
L

dt
d


  ),....,2,1( nj =            (1) 

koi pretstavuvaat sistem od n simultani obi~ni diferencijalni ravenki od 

vtor red vo odnos na nepoznatite funkcii )(tq j . Da postavime pra{awe dali 

mo`e da se namali redot na ovie diferencijalni ravenki, taka {to ovoj 

sistem na diferencijalni ravenki od vtor red da go zamenime so izvesen 

sistem diferencijalni ravenki od prv red. O~igledno toa mo`e da se 

postigne samo na toj na~in {to brojot na diferencijalni ravenki da se udvoi, 

so {to i brojot na nepoznati funkcii isto taka mora da se udvoi, {to mo`e 

da se napravi na beskone~no mnogu na~ini. 

 Taa cel najpogodno mo`e da se postigne ako za novi nepoznati 

funkcii se zemat veli~inite 
jq

L
∂
∂

 koi }e gi ozna~ime so jp  

     
j

j q
Lp
∂
∂

=   ),....,2,1( nj =             (2) 

 Vaka definiranite veli~ini se narekuvaat obop{teni impulsi, pri 

{to na sekoja obop{tena koordinata ñ odgovara eden kowugiran (pridru`en) 

obop{ten impuls. Me|utoa, obop{teni impulsi ne mora da imaat dimenzija na 

impuls, kako {to ni obop{tenite koordinati ne mora da imaat dimenzija na 

dol`ina. Spored na~inot na voveduvawe obop{tenite impulsi se potpolno 

ramnopravni so obop{tenite koordinati, a zaedno so niv se narekuvaat 

kanonski promenlivi. 

 Za da ja vidime smislata na obop{teni impulsi, da razgledame 

slobodno dvi`ewe na sistem i za obop{teni koordinati da gi zememe 

pravoagolnite koordinati na ~esticite na sistemot. Toga{ 

( )∑
=

−++=−=
N

i
jjjiiii tzyxVzyxmVTL

1

222 ),,,(
2
1

  

pa za soodvetnite obop{teni impulsi dobivame 
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x
Lp 
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
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∂
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=  ii
i

zi zm
z
Lp 

=

∂
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=  

a toa vsu{nost se komponenti na impulsot na ~esticite od sistemot. Zna~i, 

vo slu~aj na slobodno dvi`ewe na sistem i pravoagolni koordinati, 

obop{tenite impulsi pretstavuvaat komponenti na impulsot na ~estica od 
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sistemot i vo taa smisla obop{tenite impulsi pretstavuvaat generalizacija 

na poimot impuls. 

 Da gi ispitame popodrobno ravenkite (2). Lagran`ovata funkcija vo 

op{t slu~aj ima oblik 

    ∑∑ ∑
= = =

++=−=
n

j

n

k

n

j
jjkjjk cqbqqaVTL

1 1 12
1

             (3) 

pri {to koeficientite zavisat od obop{tenite koordinati i vremeto. 

Toga{ obop{tenite impulsi }e bidat linearni funkcii od obop{tenite 

brzini 

    ∑
=

+=
∂
∂

=
n

k
jkjk

j
j bqa

q
Lp

1



  ),....,2,1( nj =            (4) 

 Toa e eksplicitniot oblik na sistemot ravenki (2), koi ni gi davaat 

vrskite me|u obop{tenite impulsi i obop{tenite brzini. 

 Za da ja ispitame mo`nosta za re{avawe na ovoj sistem ravenki po 

veli~inite jq , da ja prou~ime determinantata na ovoj sistem jka . 

 Ako pretpostavime deka 0=jka  toa bi bilo uslov sistemot na 

homogeni ravenki po kq  so isti koeficienti 

                    ∑
=

=
n

k
kjk qa

1
0   ),.....,2,1( nj =           (5) 

ima re{enija razli~ni od nula 0≠kq . 

Ovoj sistem ravenki mo`e da se napi{e i vo oblik 

                       02 =
∂
∂

jq
T


   ),....,2,1( nj =            (6) 

kade 2T  e kvadratniot ~len vo izrazot za kineti~kata energija, t.e. 

     ∑∑
= =

=
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j

n

k
kjjk qqaT

1 1
2 2

1
               (7) 

 Bidej}i kako {to ve}e imavme 

         ∑
=

=
∂
∂n

j
j

j
Tq

q
T

1
2

2 2


              (8) 

pa zaklu~uvame, imaj}i predvid (6), deka i 2T  mora da bide ednakov na nula, 

{to e mo`no samo koga site jq  se ednakvi na nula. No toa e vo protivre~nost 
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so pretpostavkata za 0≠kq . Spored toa i prvobitnata pretpostavka 0=jka  

nema smisla, pa mora da bide 

      0≠jka               (9) 

 Ovoj va`en zaklu~ok ima zna~ewe i za porano razgleduvanite 

Lagran`ovi ravenki. Ovde ima zna~ewe zaradi toa {to sega ravenkite (2) 

mo`e da gi razre{ime po jq , t.e. 

     ∑
=

+=
n

k
jkjkj dpcq

1
   ),....,2,1( nj =          (10) 

kade jkc  i jd  se nekoi novi koeficienti. 

  Spored toa, sistemot ravenki koj gi definira obop{tenite 

impulsi, vo klasi~nata mehanika sekoga{ mo`e da se re{i po obop{teni 

brzini, pa obop{tenite brzini sekoga{ mo`at da se zamenat so obop{teni 

impulsi. 

 Kako primer da go razgledame dvi`eweto na edna ~estica vo ramnina 

izrazeno vo polarni koordinati. Toga{ 

),,()(
2
1 222 trVrrmVTL ϕϕ −+=−=   

pa soodvetnite obop{teni impulsi se 

rm
r
Lpr 

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∂
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ϕϕ 


2mrLp =
∂
∂

=  

 Prviot obop{ten impuls ima dimenzija na impuls, dodeka vtoriot 

nema. Istovremeno gledame deka ovoj sistem ravenki navistina mo`e da se 

re{i po obop{teni brzini. 

m
pr r=          2mr

pϕϕ =  

 Da ja ispitame smislata na obop{teniot impuls ϕp . Za taa cel da go 

razgledame elementot na povr{ina koja ja opi{uva radius-vektorot r  na 

razgleduvanata ~estica vo intervalot na vreme (t, t + dt) 
 

)(
2
1 r d rSd 

×=  

 Opi{anata povr{ina vo edinica vreme, t.e. sektorskata brzina e 
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2
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2
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 Od slikata gledame deka, so 

zanemaruvawe na beskone~no malite veli~ini 

od povisok red, 

ϕϕ drdrrdS 2

2
1 

2
1

=⋅=  

pa intenzitetot na sektorskata brzina e 

ϕσ 2

2
1 r

dt
dS

==  

a od prethodnoto 

ϕσ 22 mrmL ==  

a toa e obop{teniot impuls ϕp , t.e. 

Lmrp == ϕϕ 2  

 Zna~i, pri dvi`ewe na ~estica vo ramnina obop{teniot impuls ϕp  

pretstavuva intenzitet na momentot na impulsot na ovaa ~estica. Od taa 

pri~ina momentot na impulsot se narekuva i angularen, agolen moment. 

 

 

13. HAMILTONOVI RAVENKI 

 

 Da pomineme sega na dobivawe na baranite diferencijalni ravenki na 

dvi`ewe od prv red. Ako gi vovedeme obop{tenite impulsi kako novi 

nepoznati funkcii vo Lagran`ovite ravenki }e imame 
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odnosno 

      
j

j q
Lp

∂
∂

=   ),....,2,1( nj =            (1) 

 Vo ovoj vid na Lagran`ovite ravenki figuriraat samo prvite izvodi 

od nepoznatite funkcii jq  i jp . 
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 Od druga strana, da formirame varijacija na ),,( tqqL jj   
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pa spored definicijata na obop{teni impulsi i Lagran`ovite ravenki (1) 

dobivame 
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 Odovde gledame deka varijacijata na izrazot ∑
=

−
n

j
jj Lqp

1
  e takva {to 

taa e linearna funkcija od jpδ  i jqδ , pa ovoj izraz, koj }e go ozna~ime so H, 

mo`e da go smetame kako funkcija od  obop{teni koordinati, obop{teni 

impulsi i vremeto 
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 Vaka definirana funkcija ),,( tpqH jj  se narekuva Hamiltonova 

funkcija. 

 Spored toa relacijata (2) mo`e da ja napi{eme vo oblik 
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 Me|utoa mo`e i neposredno da formirame varijacija na 

Hamiltonovata funkcija, smetaj}i ja funkcija od promenlivite jj pq  ,  i t 
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 So sporeduvawe na ovie dva izrazi zaklu~uvame deka poradi 

nezavisnosta na varijaciite jpδ  i jqδ  soodvetnite koeficienti pred niv mo-

ra da bidat me|usebno ednakvi 

            
j

j p
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= , 
j

j q
Hp
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−=        ),....,2,1( nj =           (3) 

Ovie ravenki se narekuvaat Hamiltonovi ravenki ili kanonski ravenki na 

dvi`ewe i tie gi pretstavuvaat baranite diferencijalni ravenki na 

dvi`ewe od prv red po nepoznatite funkcii )(tq j  i )(tp j . 

 Isto kako za Lagran`ovite ravenki mo`e da se poka`e deka 

Hamiltonovite ravenki i Hamiltonoviot princip se ekvivalentni, t.e. 

Hamiltonovite ravenki go odreduvaat ba{ onie funkcii )(tq j  i )(tp j  za koi 

Hamiltonovoto dejstvo ima stacionarna vrednost. 

 Da go poka`eme na~inot na formirawe na Hamiltonovata funkcija. 

Ako ja formirame spored samata definicija 
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j
jjjj tqqLqpH
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),,(   

se dobiva nekoja funkcija ),,,ƒ( tpqq jjj  . Me|utoa, spored samiot na~in na vo-

veduvawe zaklu~ivme deka Hamiltonovata funkcija mora da bide izrazena 

samo so pomo{ na obop{teni koordinati, obop{teni impulsi i vremeto i 

osnovniot problem na premin od Lagran`oviot na Hamiltonoviot 

formalizam se sostoi vo toa kako gornata funkcija da se dobie kako funkcija 

samo od navedenite promenlivi. 

 Za taa cel treba da se trgne od ravenkite 
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koi eksplicitno }e imaat oblik 
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 Ovoj sistem na ravenki, kako {to poka`avme, sekoga{ e mo`no da se 

re{i po promenlivite jq . Ako sega taka dobienite re{enija za jq  gi vneseme 

vo Hamiltonovata funkcija, }e dobieme 
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so {to ovaa veli~ina H navistina e izrazena vo baraniot oblik, t.e. kako 

funkcija od promenlivite jj pq  ,  i t. 

 Kakvo e fizi~koto zna~ewe na Hamiltonovata funkcija. Kako {to 

poka`avme veli~inata 
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odnosno 

EVTH =+=  

 Zna~i, ako site sili koi deluvaat na sistemot se potencijalni, a 

dvi`eweto na sistemot e slobodno ili so stacionarni vrski, Hamiltonovata 

funkcija pretstavuva vkupna energija na sistemot. 

 Pod koi uslovi Hamiltonovata funkcija e integral na dvi`ewe. Za 

taa cel da ja diferencirame totalno po vremeto 

∑ ∑
= = ∂

∂
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∂
∂

+
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∂

=
n

j

n

j
j

j
j

j
jj t

Hp
p
Hq

q
HtpqH

dt
d

1 1
),,(   

pa so zamena na jq  i jp  od Hamiltonovite ravenki 
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= = ∂
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+










∂
∂
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∂
∂
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∂
∂

∂
∂

=
∂ n

j

n

j jjjj t
H

q
H

p
H

p
H

q
H

dt
H

1 1
 

odnosno 

t
H

dt
dH

∂
∂

=  

 Odovde gledame deka ako e 0=
∂
∂

t
H

, so integracija neposredno 

dobivame 

consttpqH jj =),,(  

 Zna~i, ako Hamiltonovata funkcija ne zavisi eksplicitno od 

vremeto, taa pretstavuva eden integral na dvi`ewe, koj obi~no se poklopuva 

so zakonot za zapazuvawe na energijata. 
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 Vakov slu~aj imame ako dvi`eweto na sistemot e slobodno ili so 

stacionarni vrski i ako site sili se konzervativni. 

 Sistemot Hamiltonovi ravenki 

j
j p

Hq
∂
∂

=      
j

j q
Hp

∂
∂

−=     ),....,2,1( nj =  

pretstavuva sistem od 2n simultani obi~ni diferencijalni ravenki od prv 

red re{eni po jq  i jp , vo koi nepoznati funkcii se obop{tenite koordinati 

i obop{tenite impulsi, a nezavisno promenliva vremeto t, pri {to brojot na 

ovie ravenki e ednakov na udvoeniot broj na stepeni na sloboda. 

 Pri primena se postapuva sli~no kako i so Lagran`ovite ravenki. 

Me|utoa, posebnoto zna~ewe na Hamiltonovite ravenki le`i vo slednovo. 

Dodeka nepoznatite funkcii vo Lagran`ovite ravenki - obop{tenite 

koordinati ja odreduvaat samo polo`bata na sistemot, nepoznatite funkcii 

vo Hamiltonovite ravenki - obop{tenite koordinati i obop{tenite impulsi 

ja odreduvaat ne samo polo`bata tuku i sostojbata na dvi`ewe na sistemot. 

Zna~i, Hamiltonovite ravenki neposredno ja odreduvaat mehani~kata 

sostojba na sistemot i poradi toa tie igraat golema uloga vo site onie granki 

na teoriskata fizika koi se baziraat na poimot sostojba na sistemot. Takov 

slu~aj imame vo statisti~kata fizika i kvantnata mehanika. 

 Soodvetna geometriska interpretacija mo`e da se dobie so 

voveduvawe na 2n - dimenzionalen Evklidov prostor, vo koj pod to~ka }e 

podrazbirame podredeno mno`estvo (zbir) 

),....,,,....,( 2121 nn pppqqqx =  

i vo koj metri~kata forma e definirana so relacijata 

∑ ∑
= =

+=
n

j

n

j
jj dpdqds

1 1

222  

  Vaka definiraniot 2n-dimenzionalen Evklidov prostor se 

narekuva fazen prostor i so pomo{ na nego mehani~kata sostojba na sistemot 

~estici se pretstavuva so edna edinstvena to~ka, t.n. reprezentativna to~ka 

vo fazniot prostor, ~ij broj na dimenzii e ednakov na udvoeniot broj na 

stepeni na sloboda. 
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15. POASONOVI ZAGRADI 

 

 Vo tesna vrska so Hamiltonovite ravenki se t.n. Poasonovi zagradi. 

 Da zememe kakva bilo mehani~ka veli~ina F koja e funkcija od 

obop{tenite koordinati, obop{tenite impulsi i vremeto 

),,( tpqFF jj=  

pa da go pobarame nejziniot totalen izvod po vremeto 

     ∑ ∑
= = ∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

=
n

j

n

j
j

j
j

j t
Fp

p
Fq

q
F

dt
dF

1 1
             (1) 

 Ako vo ovoj izraz gi zamenime jq  i jp  spored Hamiltonovite ravenki 

dobivame 
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∂
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∂
∂

∂
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∂

∂
∂

=
n

j jjjj t
F

q
H

p
F

p
H

q
F

dt
dF

1
 

 Posmatraj}i go prviot ~len gledame deka ako vovedeme oznaka 

     [ ] ∑
=












∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

=
n

j jjjj q
v

p
u

p
v

q
uvu

1
,             (2) 

prethodnata ravenka mo`e da ja napi{eme vo koncizen oblik 

                [ ]
t
FHF

dt
dF

∂
∂

+= ,                (3) 

 Izrazot (2) se narekuva Poasonova zagrada na funkciite ),,( tpqu jj  i 

),,( tpqv jj , a dobienite ravenki (3) go opredeluva totalniot izvod po vremeto 

na bilo koja funkcija od oblik ),,( tpqF jj . Bidej}i pri ova izveduvawe se 

koristeni Hamiltonovite ravenki, poslednata ravenka e ekvivalentna na niv, 

pa mo`e da se smeta i kako op{ta ravenka na dvi`ewe. 

 Da ja primenime ravenkata (3) za dobivawe na popogoden oblik na 

Hamiltonovite ravenki. Da postavime jqF = , pa bidej}i jq  ne zavisi 

eksplicitno od vremeto, imame 

[ ]Hq
dt

dq
j

j ,=    ),...2,1( nj =  

 Stavaj}i pak jpF =  i bidej}i ni jp  ne zavisi eksplicitno od 

vremeto, dobivame 
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[ ]Hp
dt

dp
j

j ,=    ),...,2,1( nj =  

  Ovie ravenki pretstavuvaat Hamiltonovi ravenki vo oblik na 

Poasonovi zagradi. Tie imaat prednost {to vo niv formalno se razdvoeni 

obop{teni koordinati i obop{teni impulsi, bidej}i prviot sistem sodr`i 

samo obop{tena koordinata, a vtoriot samo obop{ten impuls. 

 Ravenkite na klasi~nata mehanika vo ovoj oblik poka`uvaat golema 

formalna sli~nost so osnovnite ravenki na kvantnata mehanika. 

 Da go ispitame slu~ajot koga nekoja funkcija ),,( tpqF jj  e konstantna 

vo tekot na vremeto 

consttpqF jj =),,(  

t.e. koga e 

0=
dt
dF

 

 Takva funkcija od kanonski promenlivi ),,( tpqF jj  koja ne se menuva 

vo tekot na vremeto se narekuva prv integral na dvi`ewe ili konstanta na 

dvi`ewe. Toga{ 

      [ ] 0, =
∂
∂

+
t
FHF              (4) 

  

 Zna~i, sekoja konstanta na dvi`ewe mora da go zadovoluva uslovot (4), 

koj pretstavuva potreben i dovolen uslov nekoja mehani~ka veli~ina da bide 

integral na dvi`ewe. 

 Dokolku pak F ne zavisi i eksplicitno od vremeto, prethodniot uslov 

se poednostavuva 

[ ] 0, =HF  

 

t.e. ako konstantata na dvi`ewe ne zavisi eksplicitno od vremeto, nejzinata 

Poasonova zagrada so Hamiltonovata funkcija e ednakva na nula. Na primer 

ako Hamiltonovata funkcija H ne zavisi eksplicitno od vremeto, bidej}i e 

[ ] 0, ≡HH , taa }e bide konstanta na dvi`ewe {to e vo soglasnost so porano 

izvedeniot zaklu~ok za H. 
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 16. KANONSKI TRANSFORMACII 

 

 Da pretpostavime deka vo fazniot prostor postojat izvesni 

transformacii me|u starite kanonski promenlivi jq  i jp  i novite 

promenlivi jq  i jp . Transformacionite relacii neka se 

     ),,( tpqqq jjjj =  

         ),....2,1( nj =  

     ),,( tpqpp jjjj =  

odnosno 

     ),,( tpqqq jjjj =  

         ),....2,1( nj =  

     ),,( tpqpp jjjj =  

 Ako postoi takva funkcija 

),,( tpqKK jj=  

taka {to Hamiltonovite ravenki so ovaa transformacija da ostanat 

invarijantni 

     
j

j p
Kq

∂
∂

= , 
j

j q
Kp

∂
∂

−=   ),....2,1( nj =  

t.e. bi go zadr`ale svojot porane{en oblik, toga{ transformacijata 

   ),,( tpqqq jjjj = , ),,( tpqpp jjjj =  ),...2,1( nj =            (1) 

se narekuva kanonska transformacija. 

 Da go pobarame uslovot transformacijata (1) da bide kanonska. 

 Hamiltonoviot princip vo starite promenlivi mo`e da go napi{eme 

kako 

               ∫ ∫ ∑ =









−==

=

1

0

1

0

0
1

t

t

t

t

n

j
jj dtHqpLdtW δδδ                        (2) 

a vo novite kanonski promenlivi glasi 

        ∫ ∑ =









−

=

1

0

0
1

t

t

n

j
jj dtKqp δ              (3) 
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 Od druga strana, za bilo koja funkcija F od starite i novite 

promenlivi poradi poklopuvawe na polo`bata na sistemot pri prav i 

zaobikolen pat za 0tt =  i 1tt =  }e bide 

0)( 0 =tFδ    0)( 1 =tFδ  

pa }e imame 

( )∫ =−=−=
1

0

0)()()()( 0101

t

t

tFtFtFtFdt
dt
dF δδδδ  

t.e. 

∫ =
1

0

0
t

t

t
dt
dF δδ  

  Odovde gledame deka ravenkite (2) i (3) }e bidat zadovoleni i ako 

soodvetnite podintegralni izrazi se razlikuvaat za totalen izvod po vremeto 

od uo~enata funkcija 

∑ ∑
= =

+−=−
n

j

n

j
jjjj dt

dFKqpHqp
1 1

  

odnosno 

     ∑ ∑
= =

+−=−
n

j

n

j
jjjj dFKdtqdpHdtdqp

1 1
           (4) 

 Toa e baraniot uslov nekoja transformacija od oblik (1) da bide 

kanonska, a vaka definiranata funkcija F se narekuva generatrisa na 

kanonskata transformacija. 

 Bidej}i ravenkite (1) pretstavuvaat 2n vrski me|u 4n stari i novi 

promenlivi, od site promenlivi jjj qpq ,,  i jp  ima samo 2n nezavisni. Poradi 

toa generatrisata F mo`e da bide vo eden od slednite tipovi 

),,(1 tqqF jj ; ),,(2 tpqF jj ; ),,(3 tqpF jj ; ),,(4 tppF jj  

Za nas se od interes prvite dve. 

 Da vidime kako mo`eme da ja opredelime kanonskata transformacija 

so pomo{ na generatrisata. 

 Ako zememe ),,(1 tqqFF jj=  uslovot (4) za postoewe na kanonska 

transformacija }e glasi 
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 ∑ ∑ ∑ ∑
= = = = ∂

∂
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∂
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n

j

n

j
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j
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j
jjjj dt

t
Fqd

q
Fdq

q
FKdtqdpHdtdqp

1 1 1 1

11           (5) 

 Bidej}i promenlivite jj qq  ,  i t vo ovoj slu~aj se zemeni kako 

nezavisni, soodvetnite koeficienti na dvete strani mora da bidat me|usebno 

ednakvi 

j
j q

Fp
∂
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= 1 ,  
j

j q
Fp
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∂

+= 10 ,  
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FKH
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odnosno 
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−= 1  ),....2,1( nj =  
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FHK
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+= 1            (6) 

 Ovie izrazi ja odreduvaat kanonskata transformacija so generatrisa 

od tipot ),,(1 tqqF jj . 

 Za da premineme na vtoriot tip na generatrisa, da go napi{eme 

uslovot (5) vo oblik 
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jjjjjj dFKdtpdqqpdHdtdqp
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odnosno 

           ∑ ∑ ∑
= = =











++−−=−

n

j

n

j

n

j
jjjjjj qpFdKdtpdqHdtdqp

1 1 1
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(7) 

 Odovde gledame deka izrazot vo zagrada e takov {to negoviot 

diferencijal e linearna funkcija od diferencijalite jj pddq  ,  i dt , pa mo`e 

da go smetame kako funkcija od promenlivite jj pq  ,  i t  

∑
=

+=
n

j
jjjj qpFtpqF

1
12 ),,(  

 Toj izraz pretstavuva generatrisa od tipot 2F , a relacijata (7) vo 

ekspliciten oblik }e bide 
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q
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1 1 1 1

222  

 Bidej}i promenlivite jj pq  ,  i t  se nezavisni so sporeduvawe na 

soodvetnite koeficienti dobivame 
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j
j q

Fp
∂
∂
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j

j p
Fq
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j p
Fq
∂
∂

= 2 , ),...2,1( nj =  
t

FHK
∂
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 So ovie relacii e odredena kanonskata transformacija so vtoriot 

tip generatrisa. 

 

17. HAMILTON - JAKOBIEVA RAVENKA 

 

 Da razgledame sega takva kanonska transformacija pri koja novata 

Hamiltonova funkcija e identi~ki ramna na nula 

                                                            0),,( =tpqK jj              (1) 

i da zememe za generatrisa funkcija od tipot ),(2 tpqF jj koja }e ja ozna~ime 

ovde so S 

             StpqFF jj ≡= ),,(2              (2) 

Toga{ poradi uslovot (1) Hamiltonovite ravenki vo novite kanonski 

promenlivi }e bidat 

0=
∂
∂

−=
jq

Kp   0=
∂
∂

=
j

j p
Kq  

od kade dobivame 

    constp jj == α , constq jj == β  ),...2,1( nj =           (3) 

Zna~i, kanonskata transformacija pri koja novata Hamiltonova funkcija e 

identi~ki ramna na nula dava kako novi kanonski promenlivi konstanti na 

dvi`ewe. 

 Vrz osnova na ovie relacii vo razgleduvanata generatrisa mo`e da 

postavime jjp α=  

),,( tqSS jj α=  

pa za kanonskata transformacija }e imame 
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j q
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jj
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t
SHK
∂
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+== 0           (4) 
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 Pritoa, Hamiltonovata funkcija H e izvesna funkcija od obop{teni 

koordinati, obop{teni impulsi i vremeto, pa ako vo taa funkcija gi 

zamenime obop{tenite impulsi spored prviot sistem ravenki (4) so 
jq

S
∂
∂

 }e 

imame 

( ) 










∂
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== t
q
SqHtpqHH

j
jjj ,,,,  

pa poslednata ravenka (4) dobiva oblik 
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 Ovaa ravenka se narekuva Hamilton-Jakobieva ravenka. Taa e 

parcijalna diferencijalna ravenka od prv red, vo koja nepoznata funkcija e 

generatrisata S na ovaa kanonska transformacija, pri koja novata 

Hamiltonova funkcija e identi~ki ramna na nula, a nezavisno promenlivi se 

site obop{teni koordinati jq  i vremeto t. Re{enieto na ovaa ravenka se 

narekuva Hamilton-Jakobieva generatrisa. 

 Za da ja vidime smislata na Hamilton-Jakobievata generatrisa, da go 

pobarame nejziniot totalen izvod po vremeto 
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j
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j t
Sq

q
S

dt
dS

1
  

a vrz osnova na prvata relacija od (4) i Hamilton-Jakobievata ravenka (5) 

ovoj izraz mo`e da se napi{e 

Hqp
dt
dS

j

n

j
j −= ∑

=


1

 

odnosno 

L
dt
dS

=  

pa so integracija po vremeto od 0t  do t dobivame 

∫=
t

t
jj dttqqLS

0

),,(   

 Zna~i, Hamilton-Jakobievata generatrisa pretstavuva Hamiltonovo 

dejstvo so neopredelena gorna granica. 
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 Hamilton-Jakobievata generatrisa prika`ana kako funkcija od 

obop{teni koordinati, nivnite po~etni vrednosti i vremeto se narekuva 

glavna Hamiltonova funkcija ),,( 0
* tqqSS jj=  

 Da pretpostavime deka sme go na{le re{enieto, odnosno potpolniot 

integral na Hamilton-Jakobievata ravenka vo oblik 

111 ),.....,,,....( ++= nnn aaatqqSS  

koj sodr`i 1+n  proizvolni konstanti ja  kolku i nezavisno promenlivi jq  i 

t. Toa obi~no se postignuva so metodot na razdvojuvawe na promenlivite koj se 

sostoi vo toa re{enieto da se bara vo oblik 

)()(....)( 111 tSqSqSS nnn ++++=  

ili 

)()(  )( 111 tSqSqSS nnn +⋅⋅⋅⋅=  

 Bidej}i vo Hamilton-Jakobievata ravenka figuriraat samo 

parcijalni izvodi na S, aditivnata konstanta 1+na  nema nikakvo vlijanie, pa 

mo`e da zememe deka e ramna na nula 

      ),,( taqSS jj=              (6) 

 Da formirame sega sistem ravenki sostaven od prviot sistem (4) i od 

ravenki dobieni so diferencirawe na funkcijata (6) po parametarot ja  i 

izedna~uvawe so novi proizvolni konstanti jb , odnosno 

     j
j

p
q
S

=
∂
∂

, j
j

b
a
S

=
∂
∂

 ),....2,1( nj =            (7) 

 Mo`e da se poka`e deka sistemot ravenki (7) kade ),,( taqS jj  e eden 

potpoln integral na Hamilton-Jakobieva ravenka, za bilo koi vrednosti na 

konstantite ja  i jb  pretstavuva potpoln sistem na integrali na 

Hamiltonovite ravenki na dvi`ewe. Ovoj stav e poznat pod imeto Jakobieva 

teorema. 

 Da gi izbereme sega za proizvolni konstanti ba{ konstantnite 

vrednosti na novite obop{teni impulsi jα  i novite obop{teni koordinati 

jβ  definirani so (3) 

jjj pa == α ,  jjj qb == β  
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 Toga{ potpolniot integral (6) dobiva oblik 

),,( tqSS jj α=  

i ako ovaa funkcija ja vneseme vo ravenkite (4) dobivame sistem od 2n ravenki 

       j
j

jj p
q

tqS
=

∂

∂ ),,( α
, j

j

jj tqS
β

α
α

=
∂

∂ ),,(
 ),....2,1( nj =                       (8) 

 Levite strani na ovie ravenki }e bidat izvesni funkcii od 

promenlivite jjq α ,  i t, samo {to ovde nepoznati se obop{tenite koordinati 

i obop{tenite impulsi. So re{avawe na vtoriot sistem ravenki (8) po 

veli~inite jq  }e gi dobieme niv vo oblik 

     ),,( kkjj tqq βα=   ),....2,1( nj =            (9) 

a so vnesuvawe na ovie izrazi vo prviot sistem ravenki (8) neposredno gi 

dobivame i veli~inite jp  

     ),,( kkjj tpp βα=   ),....2,1( nj =          (10) 

 Ovie ravenki (9) i (10) gi odreduvaat site obop{teni koordinati i 

obop{teni impulsi, t.e. nepoznatite funkcii vo Hamiltonovite ravenki 

kako funkcii od vremeto t, pa pretstavuvaat re{enija na Hamiltonovite 

ravenki, a proizvolnite konstanti kα  i kβ  pretstavuvaat integracioni 

konstanti odredeni od po~etnite uslovi. 

 Spored toa, ako najdeme eden potpoln integral na Hamilton-

Jakobievata ravenka, so algebarsko re{avawe na Jakobieviot sistem ravenki 

(8) po veli~inite jq  i jp  }e gi dobieme re{enijata na Hamiltonovite 

ravenki. Na toj na~in re{avaweto na dinami~kiot problem e svedeno na 

nao|awe na eden potpoln integral na Hamilton-Jakobievata ravenka. 

 

 
18. EDNODIMENZIONALNO DVI@EWE 

VO POLE NA KONZERVATIVNI SILI 

  

 Da razgledame ednodimenzionalno dvi`ewe na edna ~estica vdol` 

nekoja prava koja ja zemame za X-oska, vo pole na konzervativni sili so 

potencijal V(x). Lagran`ova funkcija na takva ~estica }e bide 
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)(
2
1 2 xVxmL −=   

a soodvetnata Lagran`ova ravenka 

0=
∂
∂

−
∂
∂

x
L

x
L

dt
d


 

odnosno 

0)( =+
dx
dVxm

dt
d

  

 Me|utoa, vo problemi od ovoj vid ne e sekoga{ neophodno da se izvr{i 

integracija na ovaa ravenka i taka da se dobie kone~nata ravenka na dvi`ewe, 

tuku dovolno e neposredno da se pojde od nejziniot prv integral - zakonot za 

zapazuvawe na mehani~kata energija 

ExVxm =+ )(
2
1 2  

 Toa e diferencijalna ravenka od prv red, koja mo`e da se integrira so 

razdvojuvawe na promenlivi 

[ ])(2 xVE
mdt

dxx −==  

od kade se dobiva 

∫ +
−

= C
xVE

dxmt
)(2

 

 Uloga na integracioni konstanti igraat vkupnata energija E i 

adicionata konstanta C koi se odredeni so po~etnite uslovi. 

 Bidej}i kineti~kata energija 

ne mo`e da bide negativna, pri 

dvi`ewe na razgleduvanata ~estica 

vkupnata energija mora da bide 

pogolema od potencijalnata energija 

0>−= VET , t.e. dvi`eweto na 

~esticata se vr{i samo vo onie oblasti 

vo koi ExV <)( . Neka na primer )(xV  

ima oblik kako na slikata i da go prika`eme na toj grafik nivoto na 

vkupnata energija so pravata EV = . Toga{ dvi`eweto na ~esticata e mo`no 

samo vo oblasta )( 21 xxxAB <<  ili vo oblasta desno od )( 3xxC > . To~kite vo 
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koi potencijalnata energija e ednakva na vkupnata ExV =)(  gi odreduvaat 

granicite na dvi`ewe na razgleduvanata ~estica i pretstavuvaat to~ki vo 

koi nejzinata brzina e nula. Ako e oblasta na dvi`ewe ograni~ena so dve 

takvi to~ki, dvi`eweto na ~esticata se vr{i vo ograni~ena oblast na 

prostorot i takvo dvi`ewe se narekuva finitno, kone~no. To~kite se 

narekuvaat to~ki na miruvawe, vozvratni to~ki. Dokolku oblasta na dvi`ewe 

ne e ograni~ena barem od edna strana, za takvo dvi`ewe velime deka e 

infinitno. 

 Ednodimenzionalnoto finitno dvi`ewe periodi~no se povtoruva 

me|u krajnite to~ki, t.e. pretstavuva oscilatorno dvi`ewe. Pritoa poradi 

invarijantnosta na diferencijalnite ravenki na dvi`ewe vo odnos na 

transformacijata tt −→ , vremeto na dvi`ewe od 1x  do 2x  }e bide ednakvo na 

vremeto na obratno dvi`ewe od 2x  do 1x . Poradi toa periodot na oscilacii, 

t.e. vremeto za koe ~esticata }e se vrati vo prvobitnata kinemati~ka sostojba 

e ednakvo na udvoenoto vreme za koe ~esticata }e go pomine patot od 1x  do 2x  

i iznesuva 

∫ −
=

)(

)(

2

1
)(2

2)(
Ex

Ex xVE
dxmEτ  

 Ovde )(1 Ex  i )(2 Ex  se koreni na ravenkata ExV =)(  i ovaa relacija go 

opredeluva periodot na oscilirawe na ~esticata kako funkcija od nejzinata 

energija E. 

 

19. MATEMATI^KO NI[ALO 

 

  

 Kako primer na ograni~eno dvi`ewe 

so eden stepen na sloboda da go zememe 

matemati~koto ni{alo t.e. dvi`ewe na 

~estica po krug vo vertikalna ramnina pod 

dejstvo na zemjina te`a. 

 Bidej}i ova dvi`ewe e po linija , toa 

ima eden stepen na sloboda, a polo`bata na 
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ovaa ~estica potpolno e odredena so agolot na otklon ϕ  od vertikalata. 

Poradi toa mo`eme ovoj agol da go zememe kako obop{tena koordinata i da ja 

primenime Lagran`ovata ravenka 

0=
∂
∂

−
∂
∂

ϕϕ
LL

dt
d


 

Ovde ϕ=s  pa 

222

2
1

2
1 ϕ msmT ==  

a potencijalnata energija vo odnos na najniskata polo`ba e 

)cos1( ϕ−== mgmghV  

Toga{ 

)cos1(
2
1 22 ϕϕ −−=−=  mgmVTL  

pa 

ϕ
ϕ




2mL
=

∂
∂

  ϕ
ϕ

sinmgL
−=

∂
∂

 

t.e. 

0sin)( 2 =+ ϕϕ  mgm
dt
d

 

0sin =+ ϕϕ



g

 

 Toa e diferencijalna ravenka na dvi`ewe na matemati~ko ni{alo. 

Nejziniot prv integral mo`e da se najde ako ja pomno`ime so ϕd  

ϕϕϕϕ dgd sin


 −=  

a bidej}i e 

ϕϕϕϕϕϕ  ddtd ==  

gornata ravenka e 

ϕϕϕϕ dgd sin


 −=  

So integracija dobivame 

                )(coscos
2
1

1
2 CgCg

+=+= ϕϕϕ


             (1) 

kade e CgC


=1  integraciona konstanta. Ovoj prv integral e ekvivalenten na 

zakonot za zapazuvawe na energijata 
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Emgm =−+ )cos1(
2
1 22 ϕϕ   

od kade sledi 

2
2 )1(cos

2
1




m
Eg

+−= ϕϕ  

{to e od ist oblik kako i ravenkata (1) samo izrazeno so druga integraciona 

konstanta 1−=
mg

EC  kade E e nova integraciona konstanta. So analiza na 

dobieniot prv integral mo`eme da gi ispitame mo`nite vidovi na dvi`ewe 

na matemati~koto ni{alo. Ako 1>C  sekoga{ 02 >ϕ  pa agolot ϕ  nema ni 

maksimum ni minimum i dvi`eweto e progresivno. Ako 1=C  }e bide 02 ≥ϕ  

pri {to znakot na ednakvost va`i samo za πϕ =  pa ova dvi`ewe e grani~en 

slu~aj na prethodnoto i e asimptotsko. Ako 11 <<− C  postojat dva agli za koi 

0=ϕ , takvo dvi`ewe e oscilatorno me|u tie dva agli. Na primer za 0=C  

mo`ni se samo onie agli za koi 0cos ≥ϕ , t.e. ϕ  se menuva me|u 
2
π

−  i 
2
π

. Ako 

1−=C  }e bide 02 ≤ϕ  pri {to znakot ramno ovde va`i samo za 0=ϕ  pa 

~esticata stalno miruva vo ramnote`nata polo`ba. Najposle, ako e 1−<C  

sekoga{ e 02 <ϕ  i dvi`eweto ne e voop{to mo`no. 

 Da se ograni~ime ponatamu na oscilatorno dvi`ewe. Toga{ e 

11 <<− C  pa mo`e da postavime 

0cosϕ−=C  

voveduvaj}i taka namesto integraciona konstanta C nova integraciona 

konstanta 0ϕ . Ravenkata (1) dobiva oblik 

)cos(cos2
0

2 ϕϕϕ −=



g

 

i od nea mo`e da ja vidime smislata na 0ϕ . Ako e 0ϕϕ ±=  }e bide 0=ϕ , pa ϕ  

dostignuva vo toj slu~aj maksimum ili minimum. Spored toa konstantata 0ϕ  

pretstavuva maksimalna apsolutna vrednost na agolot ϕ , t.e. taa e amplituda 

na oscilaciite. Bidej}i e 

2
sin21cos 2 ϕϕ −= ,  

2
sin21cos 02

0
ϕϕ −=  
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prethodnata ravenka mo`e da ja zapi{eme kako 

)
2

sin
2

(sin4 2022 ϕϕ
ϕ −=




g
 

Odovde imame  

2
sin

2
sin2 202 ϕϕϕ

−=


g
dt
d

 

a posle razdvojuvaweto na promenlivite imame 

2
sin

2
sin

2
202 ϕϕ

ϕ

−









=
d

dtg


 

pa so integracija dobivame 

∫
−









=
ϕ

ϕ

ϕ

0 22

2
sin

2

k

d
tg


 

kade stavivme 

2
sin 0ϕ=k  

pri {to vremeto go smetame od momentot koga ~esticata bila vo najniska 

polo`ba. 

Ako vovedeme nova promenliva 

          ku=
2

sin ϕ               (2) 

od kade imame 

kdud =







22
cos ϕϕ

,  
222 1

2
sin12

cos2 uk

kdukdukdud
−

=
−

==







ϕϕ
ϕ

 

prethodnata ravenka mo`e da ja napi{eme 

        ∫
−−

=
u

uku
dutg

0
222 )1)(1(

            (3) 

 Integralot na desnata strana 

∫
−−

=
u

uku
duJ

0
222 )1)(1(
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pretstavuva t.n. elipti~ki integral od prv vid i ne mo`e da se izrazi so 

pomo{ na elementarni funkcii. Ovoj integral e izvesna funkcija od gornata 

granica 

)ƒ(uJ =  

a ako sakame gornata granica da ja prika`eme kako funkcija od samiot inte-

gral, ovaa inverzna funkcija isto taka ne mo`e da se izrazi so pomo{ na 

elementarni funkcii i se ozna~uva so simbolot 

snJu =  

 Vaka vovedenata funkcija sn , definirana so inverzija na gorniot in-

tegral, se narekuva sinusna elipti~ka funkcija i postojat numeri~ki tablici 

so pomo{ na koi za sekoja vrednost na argumentot mo`e da se najde vrednosta 

na ovaa funkcija. 

Vo na{iov slu~aj tgJ  


= , pa mo`e 

      







= tgsnu  


                         (4) 

 Spored relaciite (2) i (4) imame 









= tgsnk   

2
sin



ϕ
 

i ovaa ravenka go opredeluva agolot na otklon ϕ  kako funkcija od vremeto, 

pa pretstavuva kone~na ravenka na dvi`ewe na matemati~ko ni{alo. 

 

 19.1. Period na oscilacii 

 

 Za da go najdeme periodot na oscilacii, ja primenuvame ravenkata (3) 

na najvisokata polo`ba na matemati~koto ni{alo. Toga{ vremeto t 

pretstavuva ~etvrtina od periodot T, a promenlivata u spored (2) ima 

vrednost edinica, pa imame 

∫
−−

=
1

0
222 )1)(1(4 uku

duTg


 

odnosno 
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∫
−−

=
1

0
222 )1)(1(

4
uku

du
g

T 
 

Ovoj integral mo`e da go tansformirame so smenata 

ξsin=u   ξξddu cos=  

so {to dobivme 

∫
−

=
2/

0
22 sin1

4
π

ξ

ξ

k

d
g

T 
 

 Ako podintegralnata funkcija ja razvieme vo red po stepenite od 

ξ22 sink  imame 

=+
⋅
⋅

++=−
−

......sin
42
31sin

2
11)sin1( 44222

1
22 ξξξ kkk  

∑
∞

= ⋅⋅⋅⋅
−⋅⋅⋅⋅⋅

+=
1

22 sin
)2(42

)12(5311
n

nnk
n
n ξ  

 Bidej}i sekoj ~len od ovoj red, osven prviot, e pomal od soodvetniot 

~len na opa|a~kiot geometriski red 

.....sinsinsin1 664422 ++++ ξξξ kkk  

ovoj red uniformno konvergira za site vrednosti na ξ , pa mo`e da se 

integrali ~len po ~len 

∫ ∑ 







⋅⋅⋅⋅⋅
−⋅⋅⋅⋅⋅

+=
∞

=

2/

0 1

22 sin
2642

)12(53114
π

ξξ dk
n

n
g

T
n

nn
 

t.e. 









⋅⋅⋅⋅⋅
−⋅⋅⋅⋅⋅

+= ∑ ∫
∞

=1

2/

0

22  sin
2642

)12(531
2

4
n

nn dk
n

n
g

T
π

ξξπ
 

 Ovoj integral mo`e da se presmeta so posledovatelna parcijalna 

integracija 

∫ ⋅
⋅⋅⋅⋅⋅
−⋅⋅⋅⋅⋅

=
2/

0

2

22642
)12(531 sin

π πξξ
n

ndn  

pa dobivame  



















⋅⋅⋅⋅⋅
−⋅⋅⋅⋅⋅

+= ∑
∞

=1

2
2

22642
)12(531

2
4

n

nk
n

n
g

T ππ
 

t.e. 
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










+








⋅⋅
⋅⋅

+







⋅
⋅

+





+= ....

642
531

42
31

2
112 6

2
4

2
2

2

kkk
g

T π            (5) 

 Ovaa formula go odreduva periodot na oscilacii na matemati~koto 

ni{alo. Imaj}i predvid deka k zavisi od amplitudata 0ϕ , gledame deka 

periodot na oscilacii zavisi ne samo od dol`inata na ni{aloto i 

zabrzuvaweto na zemjinata te`a, tuku i od amplitudata na oscilaciite. 

 

 19.2. Slu~aj na mali oscilacii 

 

 Da go ispitame u{te i slu~ajot na mnogu mali oscilacii )7( 0<ϕ . 

Toga{ 0ϕ , a isto taka i k e mnogu malo vo odnos na edinica, pa vo (3) mo`e da 

go zanemarime 2k  

u
u

dutg u

arcsin
10

2
=

−
= ∫

 

  

 So inverzija dobivame 









= tgu  sin


 

a bidej}i vo ovoj slu~aj spored (2) pribli`no imame 

00

2
sin

2
sin

ϕ
ϕ

ϕ

ϕ

≈=u  

prethodnata ravenka }e bide 









= tg


sin0ϕϕ  

 Soodvetniot period na oscilacii mo`e da go najdeme od (5) so 

zanemaruvawe na ~lenovite so stepeni od 2k , so {to vo prva aproksimacija 

dobivame 

g
T π2=  
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 Dobienite relacii ja odreduvaat kone~nata ravenka na dvi`ewe i 

periodot na malite oscilacii na matemati~koto ni{alo. Ottuka gledame 

deka vo slu~aj na mali oscilacii agolot na otklon se menuva ~isto 

harmoniski so vremeto, a periodot na oscilaciite ne zavisi od amplitudata. 

 Vo ovoj slu~aj i 

potencijalnata energija na 

matemati~koto ni{alo dobiva 

uprosten vid. Razvivaj}i go ϕcos  vo 

red 

....
4
1

2
11cos 42 −+−= ϕϕϕ  

i zanemaruvaj}i gi povisokite 

stepeni, }e imame 

)
2
111()cos1( 2ϕϕ +−=−=  mgmgV  

t.e. 

2

2
1 ϕmgV =  

 Dobivame parabola i pri dadena energija E dvi`eweto e mo`no samo 

vo onaa oblast na agli za koja EV ≤ . Granicite se odredeni so uslovite EV =  

i toa se 0ϕ  i 0ϕ− . 

 

 

20. OP[TI OSOBINI NA CENTRALNO DVI@EWE 

 

 

 Dvi`ewe na ~estica pri koe silata koja deluva na nea stalno 

pominuva niz edna to~ka na prostorot se narekuva centralno dvi`ewe, a 

soodvetnata sila centralna sila. Ovoj vid na dvi`ewe e od golemo zna~ewe 

bidej}i vo takvi sili spa|aat gravitacionite i elektri~nite sili. Da 

pretpostavime deka vo stalna to~ka e izvorot na silata i da go ozna~ime so r  

vektorot na polo`bata na razgleduvanata ~estica vo odnos na izvorot na 

silata.  
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Toga{ po definicija na centralnoto 

dvi`ewe silata F


 vo sekoj moment 

mora da bide kolinearna so 

edini~niot vektor na polo`ba 0r


, a 

faktorot na razmernost vo op{t 

slu~aj mo`e da zavisi od polo`bata, 

brzinata i vremeto 

0),,ƒ( rtvrF 
=  

 Me|utoa od pogolem interes se 

edinstveno takvi sili ~ij intenzitet 

zavisi samo od intenzitetot na vektorot na polo`bata 

0ƒ( rr)F 
=  

i nie ponatamu }e se ograni~ime na ovoj tip na centralni sili. 

 Momentot na silata vo odnos na postojana to~ka O poradi 

kolinearnosta na r  i 0r


 e 

0) ƒ( F  0 =×=×= rrrrM 
 

pa va`i zakonot za konstantnost na momentot na impulsot 

 

                 CvmrL


=×=                (1) 

  

 Spored toa, pri centralno dvi`ewe momentot na impulsot na ~estica 

vo odnos na izvorot na silata e konstanten. 

 Porano, vidovme deka sektorskata brzina e proporcionalna na 

momentot na impulsot, t.e. 

L
mdt

Sd 




2
1

==σ  

pa zna~i sega i taa }e bide konstantna 

'C
dt
Sd 



==σ  

 Pri centralno dvi`ewe sektorskata brzina e konstantna vo tekot na 

vremeto. Ova e vsu{nost vtoriot Keplerov zakon. 
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 Osven toa, vrz osnova na (1) gledame 

deka radius-vektorot r  mora sekoga{ da 

bide normalen na postojaniot vektor C


, pa 

postojano le`i vo ramnina normalna na 

vektorot C


. Zna~i, centralno dvi`ewe 

sekoga{ se vr{i vo edna ramnina, pa zna~i 

ima dva stepeni na sloboda. 

 Ponatamu da vovedeme veli~ina 

      drrrV
r

r
∫−=
0

)ƒ()(              (2) 

Toga{ imame 
)ƒ()(' rrV −=  

pa centralnata sila mo`e da ja napi{eme vo oblik 

gradrrVrV'(rrrF ⋅−=== )(')-)ƒ( 00


 

t.e. 
)(rgradVF −=


 

 Zna~i, centralnite sili od oblik 0)ƒ( rrF 
=  sekoga{ se 

konzervativni. Pritoa potencijalot e odreden so relacijata (2) i zavisi od 

zakonot na silata )ƒ(r . 

 Bidej}i silite se konzervativni va`i zakonot za zapazuvawe na 

mehani~kata energija 

constVT =+  

 Zna~i, pri centralno dvi`ewe vkupnata energija na ~esticata e 

konstantna. 

 Da gi izrazime analiti~ki zakonite za zapazuvawe na momentot na 

impulsot i energijata 

( )[ ] ( )[ ]0000       ϕϕϕϕ













rrrrrmrrrrmvmrL o +×=+×=×= = 

kmrrrmrrrrmr








     2
0000 ϕϕϕ =×⋅+×=  

constmrL == ϕ2  

constrVrrmE =++= )()(
2
1 222 ϕ  

 Navedenite relacii pretstavuvaat dva prvi integrali na dvi`ewe. 
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 Virialna teorema 

 

 ]e uka`eme na u{te edno svojstvo na dvi`eweto pod dejstvo na 

centralna sila. Toa e, vsu{nost, specijalen slu~aj na poop{ta teorema {to 

va`i za {iroka klasa na razli~ni sistemi - toa e t.n. virialna teorema. Taa 

se odlikuva so toa {to ima statisti~ki karakter, t.e. razgleduva razni 

mehani~ki veli~ini usredneti po vremeto. 

 Da razgledame poizvolen sistem od ~estici opredeleni so radius 

vektori ir


 koi se nao|aat pod dejstvo na sili iF


 (vklu~uvaj}i gi i silite na 

reakcija). Ravenkite na dvi`ewe na sistemite se 

         ii Fp


=               (3) 

Da ja razgledame veli~inata 

∑ ⋅=
i

ii rpG 
 

Nejziniot totalen izvod po vremeto e 

      ∑ ∑ ⋅+⋅=
i i

iiii rppr
dt
dG              (4) 

 

Prviot ~len mo`e da se zapi{e kako 

∑ ∑∑ ==⋅=⋅
i i

iii
i

ii Tvmrrmpr 22  

a vtoriot vo vid 

∑ ∑ ⋅=⋅
i i

iiii rFrp   

Toga{ ravenkata (4) stanuva 

            ∑ ∑ ⋅+=⋅
i i

iiii rFTrp
dt
d  2             (5) 

 Za da premineme kon srednite vrednosti na pogornite veli~ini, treba 

gornata ravenka da se prointegrira po vremeto od nula do nekoe τ  i potoa da 

se podeli toj integral so τ , t.e. 

∫ ∑ ⋅+=≡
τ

τ 0

21

i
ii rFT

dt
dGdt

dt
dG 

 

ili 



100 
 

     [ ])0()(12 GGrFT
i

ii −=⋅+∑ τ
τ


            (6) 

 Ako dvi`eweto na razgleduvaniot sistem e periodi~no, t.e. 

vrednostite na koordinatite na site ~estici se povtoruvaat po opredelen pe-

riod na vreme, pa ako go izbereme τ  da bide ednakvo na toj period, toga{ 

desnata strana na (6) }e bide ednakva na nula. Istoto }e go imame i vo slu~aj 

na neperiodi~no dvi`ewe, ako koordinatite i brzinite na site ~estici od 

sistemot imaat kone~ni vrednosti. Vo toj slu~aj veli~inata G  ima gorna 

granica, i izbiraj}i go τ  dostatno golemo, mo`no e desnata strana na (6) da se 

napravi mnogu mala, skoro nula. Vo sekoj od tie slu~ai }e imame 

              i
i

i rFT 
⋅−= ∑2

1
                        (7) 

 Desnata strana od ova ravenstvo se narekuva virial na Klauzius, a 

samoto ravenstvo (7) ja izrazuva virialnata teorema. 

 Ako silite iF


 imaat potencijal, toga{ virialnata teorema e 

              ∑ ⋅=
i

ii rVgradT 

2
1

             (8) 

 Za edna ~estica {to se dvi`i pod dejstvo na centralna sila, 

relacijata (8) dava 

                  r
r
VT ⋅
∂
∂

=
2
1

              (9) 

 Ako na primer V  e stepena funkcija od r  

1+= narV  

kade pokazatelot e izbran taka {to silata F da bide proporcionalna na nr , 
toga{ 

Vnr
r
V )1( +=
∂
∂

 

Ravenstvoto (9) stanuva 

        VnT
2

1+
=             (10) 

 Vo specijalen slu~aj koga F e obratno proporcionalna na kvadratot na 

rastojanieto, t.e. 2−=n  }e imame 

         VT
2
1

−=             (11) 
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21. RAVENKA NA TRAEKTORIJA 

PRI CENTRALNO DVI@EWE 

 

 Rekovme deka centralnoto dvi`ewe e ramninsko, pa spored toa imame 

i dva stepeni na sloboda. Poradi prirodata na problemot rabotime vo 

polaren koordinaten sistem i obop{tenite koordinati }e bidat r  i ϕ . Vo 

toj slu~aj Lagran`ovite ravenki }e bidat 

0=
∂
∂

−
∂
∂

r
L

r
L

dt
d


,  0=

∂
∂

−
∂
∂

ϕϕ
LL

dt
d


 

Lagran`ovata funkcija e 

( ) )(
2
1 222 rVrrmVTL −+=−= ϕ  

pa }e imame 

   rm
r
L



=

∂
∂

   )()(' 22 rfmrrVmr
r
L

+=−=
∂
∂ ϕϕ   

            ϕ
ϕ




2mrL
=

∂
∂

           0=
∂
∂
ϕ
L

 

Ottuka Lagran`ovite ravenki }e glasat 

    0)(2 =−− rfmrrm ϕ  0)( 2 =ϕmr
dt
d

                       (1) 

Toa se diferencijalni ravenki na centralnoto dvi`ewe. 

 Od vtorata ravenka neposredno se nao|a eden prv integral 

      constmr =ϕ2               (2) 

a toa e zakonot za zapazuvawe na momentot na impulsot, pa gornata konstanta 

pretstavuva moment na impuls. So pomo{ na ovoj prv integral mo`e da se 

eliminira vremeto od diferencijalna ravenki na dvi`ewe stavaj}i 

2mr
L

=ϕ  

pa imame 







−===

rd
d

m
L

d
dr

mr
L

d
drr 1

2 ϕϕ
ϕ

ϕ
  







−=






−=






−=

rd
d

rm
L

mr
L

rd
d

m
L

rd
d

m
Lr 111

2

2

22

2

22

2

2

2

ϕϕ
ϕ

ϕ
  
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 Vnesuvaj}i gi ovie izrazi vo prvata ravenka (1) dobivame 

0)(1
3

2

2

2

2

2

=−−





− rf

mr
L

rd
d

mr
L

ϕ
 

odnosno 

      2

2

2

2 )(11
L

rfmr
rrd

d
−=+








ϕ
            (3) 

 Ovaa ravenka se narekuva Bineova ravenka i taa pretstavuva 

diferencijalna ravenka na traektorijata. Pri daden zakon na silata )(rf  toa 

e diferencijalna ravenka vo koja nepoznata funkcija e 
r
1

, a nezavisno 

promenliva e ϕ , pa so nejzino re{avawe }e ja dobieme kone~nata ravenka na 

traektorijata vo polarni koordinati vo oblik 

)(1
1 ϕF

r
=  

 Na ravenkata na traektorijata mo`eme da ñ dademe i drug, integralen 

oblik, poa|aj}i od dvata prvi integrali na dvi`ewe: zakon za zapazuvawe na 

momentot na impulsot i na energijata. Od prviot integral imame 

2mr
L

=ϕ ,   
ϕ

ϕ
ϕ d

dr
mr

L
d
drr 2==   

 Stavaj}i gi ovie izrazi vo zakonot za zapazuvawe na energijata 

dobivame 

ErV
mr

Lr
d
dr

mr
Lm =+


















+







 )(
2
1 2

2
2

2

2 ϕ
 

ottuka imame 

[ ] 2

2

2 )(2
r
LrVEm

d
dr

r
L

−−=
ϕ

 

 

Mo`e da izvr{ime razdvojuvawe na promenlivi 

[ ] 2

22

)(2
r
LrVEm

dr
r
Ld

−−

=ϕ  

pri {to so integracija dobivame 
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[ ]
∫

−−

=
r

r

r
LrVEm

dr
r
L

0

2

22

)(2

ϕ  

kade 0r  odgovara na agolot 0=ϕ . Ovaa ravenka pretstavuva kone~na ravenka 

na traektorijata vo integralen oblik. Pri daden zakon na silata )(rV  go 

opredeluvame od dadenata relacija, pa integralot na desnata strana 

pretstavuva izvesna funkcija od r, pa rezultatot na integracijata ja dava 

kone~nata ravenka na traektorijata vo polarni koordinati vo oblik 

)(rϕϕ =  

a so inverzija na ovaa funkcija mo`e da ja dobieme ravenkata i vo oblik 

)(2 ϕFr =  

 

 

22. KEPLEROV PROBLEM 

 

 Me|u centralnite sili specijalno zna~ewe imaat silite koi opa|aat 

so kvadratot na rastojanieto, t.e. koi se od oblik 

        02 r
r
kF 

=               (1) 

pri {to k mo`e da bide kako pozitivno taka i negativno. Takva sila e na 

primer Wutnovata sila na op{ta gravitacija 

02
21 r

r
mmF 

γ−=  

 Problemot na odreduvaweto na dvi`eweto pod vlijanie na sili od 

oblikot (1) se narekuva Keplerov problem. 

 Potencijalnata energija koja odgovara na ovaa sila iznesuva 

∫ −=−=
r

r r
k

r
kdr

r
krV

0
0

2)(  

a ako zememe deka potencijalnata energija vo beskone~nost e ednakva na nula, 

}e bide ∞=0r , pa dobivame 

r
krV =)(  
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 Za da ja najdeme ravenkata na traektorijata go postavuvame gorniot 

izraz vo integralnata ravenka na traektorijata 

∫
−






 −

=
r

r

r
L

r
kEm

dr
r
L

0

2

22

2

ϕ  

 Ovoj integral mo`e da go napi{eme vo oblik 

∫






 +−








+

=
r

r

L
mk

r
LmE

L
km

dr
r
L

0

2

2

222

2

ϕ  

od kade gledame deka e pogodno da se vovede smenata 

x
L

mk
r
L

=+ ,  dxdr
r
L

=− 2  

i da stavime 

mE
L

kma 22

22
2 +=  

Toga{ dobivame 

∫ −=
−

−=
x

x a
x

a
x

xa

dx

0

0
22

arccosarccosϕ  

pri {to dolnata granica 0x  odgovara na agolot 0=ϕ . Ako agolot ϕ  go 

smetame od polo`bata vo koja r ima minimum, t.e. vo koja 0=
ϕd

dr
, ozna~uvaj}i 

ja ovaa vrednost so 0r  vrz osnova na zakonot za zapazuvawe na energijata vo 

ovaa polo`ba imame 

E
r
k

mr
L

=+
0

2
0

2

2
1

 

 

Toga{ e 

1
22

0
2

0

2

2

22
0

2

22
00 =

++

+
=

+

+
=

r
mk

r
L

L
km

L
mk

r
L

mE
L

km

L
mk

r
L

a
x

 

pa }e bide 
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01arccosarccos 0 ==
a
x

 

pa zna~i 

mE
L

km
L

mk
r
L

a
x

2

arccosarccos

2

22
+

+
==ϕ  

So inverzija na ovaa funkcija dobivame 

ϕcos

22

22
=

+

+

mE
L

km
L

mk
r
L

 

od kade 

L
mkmE

L
km

r
L

−⋅+= ϕcos22

22
 

 Ako ovaa ravenka ja re{ime po r, dobivame 

ϕϕ cos 211cos 2 2

2

2

2

22
⋅+−

−
=

−⋅+

=

mk
EL

mk
L

L
mkmE

L
km

Lr  

{to mo`e da se napi{e pokratko vo oblik 

  
ϕε cos1−

=
pr              (2) 

kade 

    
mk
Lp

2
−= , 2

221
mk

EL
+=ε                        (3) 

 

 Ravenkata (2) pretstavuva konusen presek so fokus vo polot na 

koordinatniot sistem (zna~i vo centarot na silata), i toa elipsa ako 1<ε , 

hiperbola ako >ε , a parabola ako e 1=ε . 

 Spored toa, pod vlijanie na centralna sila koja opa|a so kvadratot na 

rastojanieto ~esticata opi{uva konusen presek so fokus vo izvorot na silata 

i toa elipsa ako 0<E , hiperbola ako 0>E  ili parabola ako 0=E . Ova e 

vsu{nost prviot Keplerov zakon. 
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 Ako e 0<k , {to odgovara na privle~na sila }e bide 0)( <rV , pa 

vkupnata energija mo`e da bide i pozitivna, i negativna i nula. Taka vo 

slu~aj 0<k  traektorijata na ~esticata mo`e da bide i elipsa, i hiperbola i 

parabola. Me|utoa, ako 0>k , {to odgovara na odbivnata sila, }e bide 

0)( >rV , pa vkupnata energija e sekoga{ pozitivna. Taka vo slu~aj 0>k , 

traektorijata na ~esticata mo`e da bide samo hiperbola, kako na primer vo 

slu~aj na rasejuvawe na α -~estici vo pole na atomski jadra (Raderfordov 

eksperiment). 

 Da se zadr`ime posebno na 

slu~ajot koga traektorijata e elipti~ka, 

t.e. koga e 0<k  i 0<E . Toga{ 

a
p

a
ba

−=
−

= 12

22
2ε  

pa spored relacijata (3) 









+−

−
=

−
=

2

2

2

2 211
1

mk
EL

mk
L

pa
ε

 

t.e. dobivame 

E
ka

2
=  

 Poluoskata b mo`e da se dobie od 
a

bp
2

=  

mE
L

mk
L

E
kapb

22

22
2 −=−==  

od kade 

mE
Lb

2

2
−=  

 Bidej}i 0<k  i 0<E , dobienite veli~ini se realni i pozitivni. 

Zna~i, kaj elipti~kite traektorii golemata poluoska zavisi samo od 

energijata, a malata poluoska kako od energijata taka i od momentot na 

impulsot. 
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 Da ja najdeme u{te zavisnosta na periodot na edno zaobikoluvawe T i 

golemata poluoska a. Bidej}i sektorskata brzina e postojana, taa e ednakva na 

odnosot na povr{inata na elipsata πab  i periodot T pa }e imame 

2

22
3

2

22222

2 Tmk
La

T
apa

T
ab

m
L

dt
dS πππ









−=

⋅⋅
=






=






=






  

a od tuka 

const
k

m
a
T

=−=
2

3

2 4π
 

 Zna~i, odnosot na kvadratot na periodot na zaobikoluvawe i kubot na 

golemata poluoska kaj site elipti~ki pateki e konstanten. Ova e tretiot 

Keplerov zakon. 

 

 

23. CENTRALNO DVI@EWE SO 

PODVI@EN IZVOR NA SILA 

 

 Site dosega{ni razgleduvawa va`at pod pretpostavka deka izvorot na 

silata e nepodvi`en, t.e. deka vo nego se nao|a ~estica so nesporedlivo 

pogolema masa od masata na ~esticata ~ie dvi`ewe go razgleduvame i toga{ 

vo izvorot na silata se nao|a i centarot na masata na dvete ~estici. Me|utoa 

vo realnosta ovoj uslov ~esto pati ne e zadovolen i zatoa da go prou~ime 

op{tiot slu~aj so podvi`en izvor na sila, t.e. slu~aj koga dvete ~estici se 

dvi`at pod dejstvo na centralnata sila na nivnoto vzaemno dejstvo. 

 Toga{ silata koja deluva na 

~estica so masa 1m  kako i silata 

koja deluva na ~estica so masa 2m  

sekoga{ pominuvaat niz centarot 

na masata na dvete ~estici, pa 

centarot na masata ovde igra uloga 

na to~ka vo prostorot niz koja 

sekoga{ pominuvaat centralnite 

sili. Zatoa vo porane{nite  
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izveduvawa treba samo postojanata to~ka O da se zameni so centarot na 

masata, pa vo ovoj slu~aj dvi`eweto se vr{i vo ramnina koja uniformno se 

dvi`i zaedno so centarot na masata, ostanuvaj}i postojana paralelna sama na 

sebe, no poradi dvi`ewe na dvete ~estici imame ~etiri stepeni na sloboda. 

 Polo`bata na dvete ~estici vo ramninata na dvi`ewe mo`e da ja 

odredime so pomo{ na nivnite radius-vektori 1r


 i 2r


, no e popogodno namesto 

niv da se vovede radius-vektor na centarot na masata cr


 i niven relativen 

radius-vektor r  

21

2211

mm
rmrmrc +

+
=




,  21 rrr 
−=  

 Od ovie ravenki napi{ani vo oblik 

crmmrmrm  )( 212211 +=+ ,  rrr 
=− 21  

mo`eme da gi odredime 1r


 i 2r


, so mno`ewe na vtorata so 2m  odnosno - 1m  i 

sobirawe so prvata 

rmrmmrmrm c


2212211 )( ++=+  

rmrmmrmrm c


1212122 )( −+=+  

a od tuka 

r
mm

mrr c


21

2
1 +

+= ,  r
mm

mrr c


21

1
2 +

−=  

Brzinite na ovie ~estici iznesuvaat 

v
mm

mvrv c


21

2
11 +

+== ,  v
mm

mvrv c


21

1
22 +

−==  

kade e 

21 vvv 
−=  

relativna brzina na prvata ~estica vo odnos na vtorata. Kineti~kata 

energija na ovie ~estici vrz osnova na gornite relacii e 

+










+
+⋅

+
+=+= 2

2
21

2
2

21

22
1

2
22

2
11 )(

2
2
1

2
1

2
1 v

mm
mvv

mm
mvmvmvmT cc


 

2

21

212
21

2
2

21

2
1

21

12
2 2

1)(
2
1

)(
2

2
1 v

mm
mmvmmv

mm
mvv

mm
mvm ccc +

++=










+
+⋅

+
−+


 

a voveduvaj}i oznaki 
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21 mmm +=   
21

21

mm
mm
+

=µ  

mo`e da zapi{eme 

22

2
1

2
1 vmvT c µ+=  

pa Lagran`ovata funkcija za sistemot od ovie dve ~estici vo slu~aj tie da se 

izolirani iznesuva 

)(
2
1

2
1 22 rVvmvVTL c −+=−= µ  

 Ovde m pretstavuva vkupna masa na sistemot, a µ  se narekuva 

reducirana masa. Ako 12 mm >>  }e bide 

1

2

1

1

1
m

m
m

m
≈

+
=µ  

{to odgovara na prethodnite slu~ai. 

 Ako ramninata na dvi`ewe ja zememe kako XOY ramnina, a za 

obop{teni koordinati da gi zememe koordinatite na centarot na masata cx  i 

cy  i relativnite koordinati x  i y , dvi`eweto na ovie ~estici e odredeno so 

Lagran`ovi ravenki 

0=
∂
∂

−
∂
∂

cc x
L

x
L

dt
d


 0=

∂
∂

−
∂
∂

cc y
L

y
L

dt
d


 

0=
∂
∂

−
∂
∂

x
L

x
L

dt
d


 0=

∂
∂

−
∂
∂

y
L

y
L

dt
d


 

Lagran`ovata funkcija vo ekspliciten oblik glasi 

),,()(
2
1)(

2
1 2222 zyxVyxyxmL cc −+++=  µ  

pa dobivme 

    0=cxm            0=cym   

    
x
Vx
∂
∂

−=µ           
y
Vy
∂
∂

−=µ  

{to mo`e da se napi{e i vo vektorska forma, imaj}i predvid deka e 

VgradF  −=


 

0=crm    Fr


 =µ  



110 
 

 Prvata ravenka go opredeluva dvi`eweto na centarot na masata, a 

vtorata relativnoto dvi`ewe na ~esticite. 

 Zna~i, sekoe dvi`ewe na dve ~estici pod vzaemno dejstvo na centralni 

sili mo`e da se svede na uniformno translatorno dvi`ewe na centarot na 

masata, vo koj bi bila koncentrirana vkupnata masa na ~esticite i na 

relativno dvi`ewe na ovie dve ~estici, koe e ekvivalentno na dvi`ewe na 

edna zamislena ~estica so reducirana masa okolu druga nepodvi`na ~estica 

vo centarot na masata. 

 Ako centralnite sili koi dejstvuvaat me|u ~esticite opa|aat so 

kvadratot na rastojanieto imame op{t Keplerov problem. 

Silata e od oblik 

02 r
r
kF 

=  

pa }e imame 

0=crm     02 r
r
kr  =µ  

 Prvata ravenka poka`uva deka centarot na masa se dvi`i uniformno, 

a vtorata go odreduva relativnoto dvi`ewe na dvete ~estici. Taa e od ist 

oblik kako i ravenkata na dvi`ewe na ~estica so nepodvi`en centar na 

privlekuvawe vo centar na masata so taa razlika {to namesto masata m stoi 

reducirana masa µ . Zatoa site porano dobieni relacii za problemot na dve 

tela va`at i vo ovoj slu~aj so taa razlika {to sekade namesto masa m treba da 

stavime reducirana masa µ  i pod r  da podrazbirame rastojanie od centarot 

na masata. 

 

24. ELASTI^EN SUDIR NA DVE ^ESTICI 

 

 Pod elasti~en sudir na dve ~estici }e podrazbirame takvo zaemno 

dejstvo me|u niv pri koe edna ~estica pod vlijanie na centralnata sila koja 

poteknuva od drugata }e skr{ne za izvesten agol od svojot prvobiten pravec, 

{to na golemi rastojanija od mestoto na sudirot e ekvivalentno na elasti~en 

sudir na dve cvrsti topki. Vidovme porano deka centralnoto dvi`ewe na dve 

izolirani ~estici mo`e da se svede na uniformno dvi`ewe na centarot na 
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masata i relativno dvi`ewe na ovie dve ~estici, poednostavno e da se 

razgleduva sudir na dve ~estici vo sistem vrzan za nivniot centar na masa. Vo 

ovoj sistem doa|a do izraz samo relativnoto dvi`ewe na ~esticite, so {to 

brojot na stepeni e sveden na dva. Nepodvi`niot sistem se narekuva 

laboratoriski sistem, a sistemot ~ij po~etok e vrzan za centarot na masata na 

ovie ~estici se narekuva sistem na centar na masa, pri {to vtoriot vo odnos 

na prviot se dvi`i uniformno kako i samiot centar na masa. Bidej}i site 

inercijalni sistemi se ekvivalentni a sistemot od ovie dve ~estici e 

izoliran, vo dvata sistemi va`at isti zakoni, pa kako vo laboratoriski taka 

i vo sistemot na centar na masa va`at zakonite za zapazuvawe na energija i 

impulsot. 

 Neka dvete ~estici vo labora-

toriski sistem pred sudirot da imaat 

brzina 1v  i 2v , a posle sudirot 1'v  i 

2'v  i nema pri sudirot prvata ~estica 

go promeni pravecot za agol ϑ . 

 Pritoa na slikata se 

prika`ani polo`bite na dvete 

~estici pred i po sudirot kako i 

polo`bata na centarot na masata vo 

momentot na sudirot, t.e. vo momentot koga ~esticite se nao|aat najblisku 

edna do druga. Da zememe vtorata da miruva pred sudirot, taka {to brzinata 

na prvata ~estica e istovremeno i relativna brzina na prvata vo odnos na 

vtorata 

vv 
=1 ,   02 =v  

pri {to ovaa relativna brzina mora 

da bide odnapred zadadena kako i 

masata na dvete ~estici.  

  Vo sistemot na centar na 

masa }e gi ozna~ime site veli~ini so 

indeks nula. Po~etokot na ovoj 
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sistem se dvi`i vo odnos na laboratiski sistem so brzina 

v
mm

m
mm

vmvmvc





21

1

21

2211

+
=

+
+

=  

Brzina na ~esticite vo ovoj sistem pred sudirot se 

 v
mm

mvvv c


21

2
110 +

=−= ,  v
mm

mvvv c


21

1
220 +

−=−=            (1) 

 Vkupniot impuls na sistemot od ovie dve ~estici pred sudirot 

iznesuva 

v
mm

mmv
mm

mmvmvmp 

21

1
2

21

2
12021010 +

−
+

=+=  

t.e. 

      020100 =+= ppp 
             (2) 

 Zna~i, vkupniot impuls na dvete ~estici vo sistemot na centar na 

masa e ednakov na nula. Bidej}i vkupniot impuls mora da ostane ist i po 

sudirot, }e bide 

        0'' 20100 =+= ppp 
      ⇒   2010 '' pp 

−=                        (3) 

 Impulsite na ~esticite posle sudirot ostanuvaat me|usebno isti po 

intenzitetot, a sprotivno naso~eni.  

 Bidej}i zaemnoto dejstvo na razgleduvanite ~estici na golemi 

me|usebni rastojanija e ednakvo na nula, vkupnata energija na sistemot od dve 

~estici na golemi rastojanija se sveduva na kineti~ka energija. So ogled deka 

1020 pp = , vkupnata energija pred sudirot iznesuva 
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+=+=  

{to mo`e da se napi{e kako 

      2
100 2

1 pE
µ

=               (4) 

 So ogled deka 1020 '' pp = , vkupnata energija posle sudirot }e bide 
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212
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2
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2
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2
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m
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
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
+=+=  

t.e. 
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      2
100 '

2
1' pE
µ

=               (5) 

 Bidej}i vkupnata energija mora da ostane ista pred i posle sudirot, 

izedna~uvaj}i gi (4) i (5) dobivame 1010' pp = , a bidej}i spored (2) i (3) 

2010 pp =  i 2010 '' pp =  }e bide i 2020' pp = , pa taka 

1010' pp =       2020' pp =  

 Impulsite na ~esticite posle sudirot po intenzitet ostanuvaat isti. 

 Poradi nepromenlivost na masata isti zaklu~oci va`at i za brzinite, 

pa so ogled i na relacijata (3) mo`eme da ka`eme: Vo sistemot na centar na 

masa rezultatot na sudirot na dve ~estici se sveduva na promena na pravecot 

(zavrtuvawe) na brzinite na dvete ~estici koi ostanuvaat nepromeneti po 

intenzitet, a sprotivno naso~eni. 

 Ova svojstvo mnogu gi uprostuva odnosite pri sudir vo sistem na 

centar na masa. 

 Ako so on  go ozna~ime edini~niot vektor vo pravec na brzinata na 

prvata ~estica po sudirot 10'v  spored (1) i gorniot zaklu~ok brzinite na 

~esiticite posle sudirot vo sistemot na centar na masa }e bidat 

0
21

2
10  ' nv

mm
mv 

+
=   0

21

1
20  ' nv

mm
mv 

+
−=  

Toga{ brzinite na ~esticite posle sudirot vo laboratoriski sistem }e bidat 
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2
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1
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0
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1
202  '' nv
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mvvv c
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+
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+
=+=  

  

Pritoa pravecot na edini~niot vektor 0n  koj go odreduva pravecot na prvata 

~estica posle sudirot vo sistemot na centar na masa, zavisi od zakonot na 

zaemnoto dejstvo na ~esticite i nivnata zaemna polo`ba vo tekot na sudirot, 

pa za nego ne mo`e ni{to da se ka`e vrz osnova na zakonite na zapazuvawe na 

energija i impuls. 
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 Da ja prika`eme vrskata me|u aglite na otkon na prvata ~estica vo 

laboratoriski i vo sistem na centar na masata. Toga{ e 

 

ϑ
ϑ

ϑ
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sin'
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No bidej}i 

2

1

21

2

21

1

10' m
m

v
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m

v
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m

v
vc =

+

+
=  

dobivame 

0
2

1

0

cos

sin

ϑ

ϑϑ
+

=

m
mtg  

 Ovaa relacija ni ja dava vrskata me|u aglite na skr{nuvawe vo 

laboratoriski i sistem na centar na masata i gledame deka zavisnosta me|u ϑ  

i 0ϑ  zavisi samo od odnosot na masite na ~esticite. 

 Ako 21 mm < , toga{ 10'vvc < , pa to~kata O }e le`i vnatre vo krugot. 

Toga{ agolot ϑ  mo`e da gi ima site vrednosti kako pomali taka i pogolemi 

od 2/π , {to zavisi od prirodata na centralnite sili i vzaemnata polo`ba na 

~esticite, pa vo slu~aj 21 mm <  prvata ~estica posle sudirot vo 

laboratoriski sistem mo`e da skr{ne za proizvolen agol. 

 Ako e 21 mm > , }e bide 10'vvc > , kako na slikata, pa agolot ϑ  ne mo`e 

da ja premine izvesna maksimalna vrednost, koja ja dostignuva koga pravata 

OM }e ja zazeme polo`bata na tangentata ON. Taa maksimalna vrednost na 

slikata e opredelena so 

1

210
max

'
sin

m
m

v
v

c
==ϑ  
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pa vo slu~ajot 21 mm >  prvata ~estica posle sudirot vo laboratoriski sistem 

ne mo`e da skr{ne pove}e od izvesen maksimalen agol, koj zavisi od odnosot 

na masite. 

 Najposle ako e 21 mm =  toa mo`e da se smeta kako grani~en slu~aj na 

prethodniot, pa dobivame 1sin max =ϑ  

2max
πϑ =  

Za posledniot slu~aj }e imame ponatamu 

2
2

cos2

2
cos

2
sin2

cos1
sin 0

02

00

0

0 ϑ
ϑ

ϑϑ

ϑ
ϑϑ tgtg ==

+
=  

odnosno  

2
0ϑϑ =  

Zna~i, vo slu~aj 21 mm = agolot na skr{nuvawe vo laboratoriski sistem 

sekoga{ e polovina od agolot na skr{nuvawe vo sistemot na centar na masata. 

 

25. RASEJUVAWE NA ^ESTICI 

  

 Da go prou~ime elasti~niot sudir na ~estici zemaj}i go predvid i 

odredeniot zakon na nivnoto zaemno dejstvo. Razgleduvame otklon na ~estica 

so masa 1m  vo pole na centralna sila so potencijal )(rV  koj poteknuva od 

druga ~estica so masa 2m . Porano vidovme, deka dvi`eweto na ~estica vo pole 

na podvi`en izvor na sila e ekvivalentna na zamisleno dvi`ewe na ~estica 

so reducirana masa µ  vo pole na nepodvi`en izvor na sila vo centarot na 

masata. Poradi toa }e bide popogodno da se razgleduva ova skr{nuvawe na 

~estica vo sistem na centar na masa, kade imame samo dva stepeni na sloboda. 

Neka e C centarot na masata vo koj go 

zamisluvame nepodvi`niot izvor na 

sila, polnata linija e traektorijata 

na ~estica  so masa µ , 10v  i 20v  

po~etna i krajna brzina na taa 
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~estica, a 0ϑ  agolot na otklon, t.e. agolot me|u asimptomite na traektorijata. 

Bidej}i intenzitetot na centralnite sili zavisi samo od rastojanieto od 

izvorot na silata, traektorijata na ~esticata e simetri~na vo odnos na 

pravata koja pominuva niz centarot na masata i najbliskata to~ka od 

traektorijata, i neka e α  agol me|u ovaa oska na simetrija CA i prvobitniot 

pravec na ~esticata. Toga{ spored slikata 

παϑ =+ 20    odnosno   απϑ 20 −=  

pa problemot na odreduvawe na agolot na otklon 0ϑ  se sveduva na problem na 

nao|awe na agolot α . 

 Da vovedeme polarni koordinati vo ramninata na traektorijata, 

zemaj}i go centarot na masata C za pol, a oskata na simetrija za polarna oska. 

Ako imame predvid deka razgleduvanata traektorija vo sistemot na centarot 

na masata odgovara na dvi`ewe na ~estica so reducirana masa µ , ravenkata na 

ovaa traektorija }e glasi 

[ ]
∫

−−

=
r

r

r
LrVE

dr
r
L

0

2

22

)(2µ

ϕ  

kade 0r  odgovara na najbliskata to~ka od patekata A )( 0 CAr = . Za beskone~no 

odale~ena to~ka na traektorijata }e bide ∞=r , αϕ = , pa imame 

[ ]
∫
∞

−−

=
0

2

22

)(2r

r
LrVE

dr
r
L

µ

α  

i ovaa relacija go odreduva agolot α , a so toa i 0ϑ . 

 Vo ovoj problem pogodna e namesto konstantite na dvi`ewe E i L da se 

vovedat drugi dve konstanti: brzina na ~esticata vo beskone~nost ∞v  koja ima 

vrednost 2010 vvv 
==∞  i t.n. parametar na sudirot ρ  koj se definira kako 

rastojanie na koe ~esticata bi pominala pokraj izvorot na sila koga poleto 

na silata ne bi dejstvuvalo. Toga{ e 
 

2

2
1

∞= vE µ ,   ∞= vL ρµ  
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 Ovie relacii gi izrazuvaat starite konstanti na dvi`ewe so pomo{ 

na novite, pa prethodnata relacija dobiva forma 

∫
∞

∞
∞

∞

−



 −

=
0

2

222
2

2

)(
2
12r

r
vrVv

dr
r

v
µρµµ

ρµα  

t.e. 

∫
∞

∞

−−

=
0

22

22 )(21r

v
rV

r

dr
r

µ
ρ

ρα  

 Ako e daden zakonot na zaemno dejstvo na ~esticite )(rV  i brzinata na 

~esticata vo beskone~nost ∞v , ovaa relacija zaedno so porane{nata, go 

odreduva agolot na otklon 0ϑ  vo funkcija od parametarot na sudirot ρ  

)(ραα = ,      odnosno     )(00 ρϑϑ =  

 Za ovaa funkcija da pretpostavime deka e ednozna~na i monotona i 
deka mo`e da se re{i po ρ  

)( 0ϑρρ =  

 Na primer, ako centralnata sila e odbivna i opa|a so rastojanieto, 

toga{ dokolku ~esticata pomine poblisku do izvorot na silata dotolku 

pove}e }e skr{ne, t.e. kolku e pomalo ρ  tolku e pogolemo 0ϑ . Vo ovoj slu~aj 

gornata funkcija }e bide izvesna monotono opa|a~ka funkcija. 

 

 25.1. Efikasen presek na rasejuvawe 

 

 Vo fizi~kite problemi obi~no ne se raboti za individualno 

skr{nuvawe na ~estica, tuku za rasejuvawe na paralelen snop na isti ~estici 

koi doa|aat so ista brzina ∞v . Razli~nite ~estici vo snopot imaat razli~ni 

parametri na sudirot i zatoa skr{nuvaat pod razli~ni agli. Da 

pretpostavime deka snopot e homogen, pa da ja ozna~ime so n t.n. gustina na 

fluksot, t.e. broj na ~estici koi vo edinica vreme pominuvaat niz edinica 

povr{ina na normalniot presek na snopot, a so dN brojot na rasejanite 

~estici koi vo edinica vreme skr{nuvaat za agol me|u 0ϑ  i 00 ϑϑ d+ . Toga{ 

odnosot 
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n
dNd =0σ  

t.e. odnosot me|u brojot na rasejanite ~estici vo edinica vreme vo intervalot 

),( 000 ϑϑϑ d+  i gustinata na fluksot na upadnite ~estici se narekuva 

diferencijalen efikasen presek na rasejuvawe. Zbirot na ovie veli~ini po 

site mo`ni agli 

∫ ∫==
n

dNd 00 σσ  

se narekuva totalen efikasen presek na rasejuvawe. Toj e odreden od 

prirodata na vzaemnoto dejstvo na ~esticite i pretstavuva va`na 

karakteristika na procesite na rasejuvawe. 

 Ako so ρ  i ρρ d+  ozna~ime 

dva parametri na sudir i da 

razgledame upadni ~estici koi imaat 

parametar na sudir vo toj interval, 

tie }e skr{nat za agol koj le`i vo 

intervalot ),( 000 ϑϑϑ d+  kako na 

slikata. Brojot na ~estici koi vo 

edinica na vreme }e se otklonat za 

agol me|u 0ϑ  i 00 ϑϑ d+  ednakov e na 

brojot na ~estici koi na golemo 

rastojanie od izvorot na silata }e pominat vo edinica na vreme niz kru`en 

prsten so radiusi ρ  i ρρ d+ , pa iznesuva 

nddN ⋅= ρπρ 2  

Toga{ diferencijalniot efikasen presek na rasejuvawe e 

ρπρσ d
n

dNd 20 ==  

t.e. diferencijalnot efikasen presek na rasejuvawe e ednakov na povr{inata 

na kru`niot prsten me|u ρ  i ρρ d+ , koj odgovara na intervalot na agolot na 

otklon ),( 000 ϑϑϑ d+ . 

 Ovaa veli~ina mo`e da ja izrazime i vo funkcija od agolot na otklon, 

t.e. bidej}i )( 0ϑρρ =  
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0
0

0
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)()(2 ϑ
ϑ
ϑρϑπρσ d

d
dd =  

  Imaj}i predvid deka prostorniot agol koj odgovara na intervalot 

),( 000 ϑϑϑ d+  

000 sin2 ϑϑπω dd =  

toga{ 

000
00

0

0

0
0 )()(

sin
)( ωϑσω

ϑ
ϑρ

ϑ
ϑρσ dd

d
dd ==  

 Ovie relacii go opredeluvaat diferencijalniot efikasen presek na 

rasejuvawe vo funkcija od agolot na otklon vo sistemot na centar na masa. 

Ako sakame da pomineme vo laboratoriski sistem, treba vo dobienite izrazi 

da premineme od agol 0ϑ  na agol ϑ . 

 Totalniot efikasen presek na rasejuvawe }e bide 

∫=
π

ϑϑϑσπσ
0

0000 sin)(2 d  

 

 

26. MALI OSCILACII 

 

 26.1. Stabilna ramnote`a na sistem ~estici 

 

 Da razgledame sistem ~estici so n stepeni na sloboda i da 

pretpostavime deka ovoj sistem e holonomen i konzervativen i neka negovata 

polo`ba e odredena so pomo{ na obop{teni koordinati nqqq ,...., 21 . Ako vo 

nekoja polo`ba na sistemot site sili koi deluvaat na ~esticite se ednakvi na 

nula, }e bidat i site obop{teni sili isto taka ednakva na nula 

0
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
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
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

∂
∂
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j

j q
VQ   ),....2,1( nj =  

i toga{ velime deka sistemot ~estici se nao|a vo ramnote`a. Da 

pretpostavime u{te i deka vo taa polo`ba 0
0

2

2
≠











∂
∂
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V

, toga{ gornite uslovi 
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zna~at deka pri ramnote`a na sistemot ~estici pod uslov 0
0

2

2
≠











∂
∂

jq
V

 negovata 

potencijalna energija ima ekstrem. Da go izvedeme sega sistemot malku od 

ramnote`a, davaj}i im na negovite ~estici mali brzini. Ako pri toa 

sistemot postojano ostanuva vo okolina na svojata ramnote`na polo`ba, 

velime deka ramnote`ata e stabilna, a vo sprotivno deka e nestabilna. 

 Da pretpostavime deka 

sistemot e vo polo`ba na minimum 

potencijalna energija so energija 

0VE = . Ako sistemot go izvedeme 

malku od ovaa polo`ba zgolemuvaj}i 

mu ja energijata za E∆ , toa }e 

predizvika zgolemuvawe na negovata 

potencijalna energija i eden del od 

primenata energija }e se upotrebi za 

ova zgolemuvawe na potencijalnata energija, a drug del za dobivawe 

kineti~ka energija. Bidej}i sistemot po pretpostavka e konzervativen, va`i 

zakonot za zapazuvawe na energijata. 

constEVT ==+  

 pa sekoe ponatamo{no zgolemuvawe na potencijalnata energija mora da 

predizvika namaluvawe na kineti~kata energija. Koga sistemot na ~estici 

tolku }e se odale~i od ramnote`nata 

polo`ba {to potencijalnata energija 

stane EV ∆+0 , kineti~kata energija 

}e se svede na nula, pa sistemot }e se 

zapre vo taa polo`ba. Potoa pod 

dejstvo na silite }e po~ne da se vra}a 

kon svojata ramnote`na polo`ba i }e 

prodol`i da vr{i mali oscilacii 

okolu ovaa polo`ba. Taka ova 

dvi`ewe e ograni~eno i sistemot 

postojano }e ostane vo okolinata na svojata ramnote`na polo`ba, pa ovaa 

ramnote`a e stabilna.  
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Ako e sistemot vo polo`ba na maksimum potencijalna energija, sekoe 

odale~uvawe na sistemot od ramnote`nata polo`ba bi predizvikalo 

namaluvawe na potencijalnata energija, a so toa i zgolemuvawe na 

kineti~kata energija. Taka vo ovoj slu~aj sistemot sî pove}e bi se odale~uval 

od svojata ramnote`na polo`ba, pa ovaa ramnote`a e nestabilna (labilna) i 

sistemot ne oscilira. 

 Spored toa, ako vo polo`ba na ramnote`a na holonomen 

konzervativen sistem, potencijalnata energija ima minimum, ramnote`ata na 

sistemot e stabilna. Ovoj stav e poznat pod imeto Le`en-Dirihletova 

teorema i pretstavuva samo dovolen, no ne i potreben uslov za stabilnost na 

ramnote`ata. Imeno, sistem na ~estici mo`e da bide vo stabilna ramnote`a 

i vo konfiguracija vo koja potencijalnata energija nema minimum. Le`en-

Dirihletova teorema se formulira kako 
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 Kako primer za stabilna ramnote`a mo`e da poslu`i matemati~ko 

ni{aloto vo svojata najniska ramnote`na polo`ba. 
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 26.2. Diferencijalni ravenki na mali oscilacii 

 

 Da gi izbereme sega obop{teni koordinati na sistemot taka {to da gi 

smetame od polo`bata na negovata stabilna ramnote`a, t.e. tie vo taa po-

lo`ba da se ednakvi na nula 

      0)( 0 =jq  ),...2,1( nj =             (1) 

 Da pretpostavime u{te deka kineti~kata energija na sistemot e 

homogena kvadratna funkcija od obop{tenite brzini 

      ∑∑
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=
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k
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              (2) 
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Pri toa koeficientite jka  se izvesni funkcii od obop{tenite koordinati 
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pa ako gi razvieme vo Tejlorov red okolu polo`bata na stabilna ramnote`a, 

so ogled na uslovite (1) imame 
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Poradi maloto odale~uvawe na sistemot od ramnote`nata polo`ba site 

obop{teni koordinati q  imaat postojano mali vrednosti, pa mo`e da gi 

zanemarime povisokite ~lenovi 

      )0,....0(jkjk aa ≈              (3) 

pa, okolu polo`bata na stabilna ramnote`a mo`eme da zememe deka 

koeficientite jka  vo izrazot za kineti~ka energija se konstantni. 

 Da ja prou~ime sega potencijalnata energija ~ie nulto nivo e odredeno 

taka {to vo polo`bata na stabilna ramnote`a da bide nula  

      0)0,....0( =V               (4) 

 Da ja razvieme potencijalnata energija vo Tejlorov red okolu 

polo`bata na stabilna ramnote`a 
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 So ogled na uslovite (4) i Le`en-Dirihletovata teorema, a poradi 

mali vrednosti na jq  okolu polo`bata na stabilna ramnote`a mo`eme da go 

zadr`ime samo tretiot ~len koj e od forma 

      ∑∑
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=
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k
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1

             (5) 

 Spored toa, okolu polo`bata na stabilna ramnote`a potencijalnata 

energija na sistemot sekoga{ mo`e da se prika`e kako homogena kvadratna 

funkcija od obop{tenite koordinati. 

 Ako vo izrazite (2) i (5) vzaemno gi zamenime indeksite j i k i go 

smenime redot na sumirawe, }e dobieme 
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pa so sporeduvawe na pojdovnite izrazi gledame deka 

kjjk aa =   kjjk bb =  

Zna~i, koeficientite jka  i jkb  vo izrazite za kineti~ka i potencijalna ener-

gija se simetri~ni. 

 Da gi formirame soodvetnite Lagran`ovi ravenki 
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 Spored (2) i (5) Lagran`ovata funkcija e 
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a bidej}i sekoj par na indeksi se pojavuva dva pati, }e bide 

∑
=

=
∂
∂ n

k
kjk

j
qa

q
L

1



 ∑

=

−=
∂
∂ n

k
kjk

j
qb

q
L

1
 

 

pa Lagran`ovite ravenki glasat 
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0  ),....2,1( nj =            (6) 

 Ovoj sistem od n simultani diferencijalni ravenki, linearen po 

vtorite izvodi na obop{teni koordinati gi pretstavuva diferencijalni 

ravenki na malite oscilacii na holonomni konzervativen sistem na ~estici 

okolu polo`bata na stabilna ramnote`a. 

 

 

 26.3. Normalni koordinati na sistem ~estici 

 

 Da gi pobarame partikularnite integrali na sistemot (6) vo oblik 

    )sin( ψω += tAq kk   ),....2,1( nk =             (7) 

So zamena na ovie izrazi vo gorniot sistem ravenki dobivame 
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2 0)sin()sin( ψωψωω  

t.e. 
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n

k
kjkjk Aab

1

2 0)( ω   ),....2,1( nj =            (8) 

 Ova e sistem od n linearni homogeni ravenki so n nepoznati kA . 

Sistemot ima re{enie samo koga negovata determinanta e nula, 

      02 =− jkjk ab ω              (9) 

 Ovaa ravenka se narekuva karakteristi~na ravenka i taa gi odreduva 

mo`nite vrednosti na 2ω . Bidej}i gornata determinanta e od n-ti red, toa }e 

bide algebarska ravenka od n-ti red po 2ω , pa korenite }e gi ozna~ime so 

),.....2,1(  2 n=ω . Veli~inite ω  odredeni na ovoj na~in se narekuvaat 

svojstveni (sopstveni) frekvencii na sistemot. 

 Da poka`eme deka site koreni 2ω  na ovaa ravenka se realni i 

pozitivni. Za taa cel da ja pomno`ime ravenkata (8) so jA  i da gi sobereme 

taka dobienite ravenki pa j 

∑∑
= =

=−
n

j

n

k
jkjkjk AAab

1 1

2 0)( ω  

od kade imame 

     

∑∑

∑∑

= =

= == n

j

n

k
kjjk

n

j

n

k
kjjk

AAa

AAb

1 1

1 12ω             (10) 

 Bidej}i izrazite vo broitelot i imenitelot imaat formalno ist 

oblik kako potencijalnata odnosno kineti~kata energija, a tie dvete se 

pozitivno definitni, i navedenite izrazi vo gornata relacija se realni i 

pozitivni, pa isto svojstvo mora da go ima i 2ω . Spored toa, site koreni na 

karakteristi~nata ravenka 2ω  se realni i pozitivni. 

 Na sekoj koren na karakteristi~nata ravenka 2
ω  odgovara eden sistem 

linearni homogeni ravenki (8), od koj mo`eme da odredime soodvetnite 

koeficienti kA , odredeni samo do eden multiplikativen faktor, koi }e gi 
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ozna~ime so kA , a soodvetnite konstanti ψ  }e gi ozna~ime so ψ . 

Soodvetnite partikularni integrali na diferencijalnite ravenki (6) 

odredeni se so relaciite (7) 

     )sin(  ψω += tAq kk  ),.....2,1( nk =          (11) 

a bidej}i ovie diferencijalni ravenki se linearni, linearnite kombinacii 

na vakva partikularni integrali pretstavuvaat isto taka integrali na 

ravenkite (6) 

     ∑
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lkk tACq
1

)sin(


 ψω  ),.....2,1( nk =          (12) 

 Ovie izrazi sodr`at 2n proizvolni konstanti C  i lψ  koi se odredeni 

so po~etnite uslovi, pa tie pretstavuvaat op{ti integrali na razgleduvanite 

diferencijalni ravenki na mali oscilacii na sistem ~estici. 

 Spored toa, malite oscilacii na holonomen konzervativen sistem na 

~estici okolu polo`bata na stabilna ramnote`a mo`at sekoga{ da se 

prika`at kako superpozicija na ~isto harmoniski oscilacii na sistemot 

kako celina. 

 Namesto obop{teni koordinati kq  da vovedeme novi veli~ini Q  so 

relaciite )sin(  ψω += tCQ  

t.e. 
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            (13) 

kade koeficientite kA  se odredeni so sistemot ravenki (8) za ωω =  i taka 

definiranite veli~ini Q  se narekuvaat normalni ili glavni koordinati na 

sistemot. 

 Lagran`ovata funkcija vo ovie koordinati dobiva oblik 

∑ ∑
= =

−=
n n

QQL
1 1

222

2
1

2
1

 


 ωαα  

Bidej}i VTL −=  toga{ 

∑
=

=
n

QT
1

2

2
1



α  ∑

=

=
n

QV
1

22

2
1


ωα  



126 
 

t.e. vo normalni koordinati na sistemot, kineti~kata i potencijalnata 

energija imaat oblik na suma na ~isto kvadratni ~lenovi. 

 Diferencijalnite ravenki na dvi`ewe vo ovie koordinati se 

02 =+ 
 QQ ω  ),.....2,1( n=  

 Spored toa, so voveduvawe na normalni koordinati na sistemot, 

diferencijaalni ravenki na malite oscilacii se raspa|aat na n me|usebno 

nezavisni ravenki od koi sekoja opi{uva edna ~isto harmoniska oscilacija na 

sistemot vo celina. 
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